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Resumo

Os recentes avancos da tecnologia requisitam da ciéncia um tratamento cada vez mais com-
plexo. Os dispositivos com intensa miniaturiza¢ao, em especial, ja ndo podem ser estudados
utilizando-se somente a fisica classica. A abordagem quantica se torna essencial quando os con-
dutores alcangam tamanhos da ordem dos comprimentos caracteristicos dos elétrons que sdo
transportados. Sistemas neste regime apresentam algumas caracteristicas importantes, como
interferéncia quéntica e quantizagdo de algumas grandezas, e sao chamados mesoscopicos. O
emaranhamento é uma propriedade com grande aplicabilidade tecnoldgica e que sé pode ser
explicada através do tratamento quantico. A fun¢do de onda de um sistema emaranhado ndo pode
ser decomposta em fun¢des de ondas de cada constituinte. Um sistema mesoscopico que tem sido
bastante utilizado como emaranhador de elétrons é o ponto quantico. O tansporte de elétrons
em um ponto quantico pode ser caracterizado pela matriz de espalhamento. Os autovalores de
transmissdo extraidos da matriz de espalhamento fornecem algumas quantidades relacionadas
ao transporte de elétrons, inclusive a quantificagdo do emaranhamento. Nesta disserta¢do estu-
damos estatisticamente a produ¢ao de emaranhamento em um ponto quéntico caético (PQC)
com contatos nao ideais. Esses PQCs sao modelados por centros de espalhamento conectados
a guias de ondas com barreiras de potencial e o transporte de elétrons é descrito por matrizes
de espalhamento aleatdrias. Consideramos para as cavidades dos PQCs as simetrias de reversdo
temporal e invariancia sob rotagdo de spin, sendo suas matrizes de espalhamento pertencentes aos
ensembles de Wigner-Dyson. A concorréncia foi utilizada para quantificar o emaranhamento e o
estudamos estatisticamente. Analisamos da mesma forma a norma quadrada, também dependente
dos autovalores de transmissao e que representa a probabilidade do sistema retornar um estado
final emaranhado. Definimos o fator de produgdo de emaranhamento para determinar de forma
mais precisa a eficiéncia do emaranhamento no PQC. Utilizamos um algoritmo para gerar as
matrizes de espalhamento e obter os autovalores de transmissao de cada matriz. Calculamos
as médias da concorréncia, da norma quadrada e do fator de produgdo de emaranhamento e

também algumas distribuigdes dessas quantidades variando-se a opacidade dos guias de onda.

Palavras-chave: Emaranhamento. Ponto quantico. Simula¢ao numérica.



Abstract

The recent advances in technology require an increasingly complex treatment from science. De-
vices intensely miniaturized especially cannot be treated with classical physics only. The quantum
approach becomes essential when the size of the conductors reaches the order of the electron
characteristic lengths. Systems in this regime exhibit some important features, such as quantum
interference and quantization of some quantities, and are named mesoscopic systems. Entan-
glement is a property with large technological applicability and can only be explained with the
quantum approach. The quantum dot is very useful as mesoscopic entangler of electrons. The
electron transport in a quantum dot can be described by the scattering matrix. The transmission
eigenvalues obtained from the scattering matrix provide some quantities related to the electron
transport, including the quantifier of entanglement. In this work we study statistically the en-
tanglement production in a chaotic quantum dot (CCD) with nonideal contacts. These CCDs
are modeled as scattering centers attached to two wave guides having potential barriers and the
electron transport is described by random scattering matrices. We consider time reversal and spin
rotation symmetries for the cavities so that the scattering matrices belong to the Wigner-Dyson
ensembles. The concurrence was used for quantifying entanglement and was also statistically
investigated. Similarly, we analyse the squared norm which is also dependent of the transmission
eigenvalues and represents the probability of the scatterings result in an entangled state. We define
the entanglement production factor for determining more precisely the efficiency of the entangler.
We used a third-party algorithm to generate the scattering matrices and then we found the trans-
mission eigenvalues for each matrix. We computed the averages of concurrence, squared norm
and entanglement production factor and generated some of their distribution curves varying the

opacities of the leads.

Keywords: Entanglement. Quantum dot. Numerical simulation.



Figura1 -

Figura2 -

Figura3 -

Figura 4 -
Figuras -

Figura6 -

Figuray -

Figura8 -

Figurag -

Figuraio -

Lista de ilustracdes

Esquema contendo exemplos de fun¢des de onda em dois regimes: a) nao-
localizado e b) localizado. . .. ... ... ... . . ... . ..
Esquema mostrando os comprimentos caracteristicos e os regimes de trans-
porte em fung¢do da dimensdo L dosistema. . . . .. ... ............
Ilustragao de dois sistemas que apresentam, respectivamente, regimes a) balis-
ticoeb) difusivo. . . . ... .
Comparacgdo entre escalas caracteristicas de diversos sistemas. . . . . ... ..
Esquema da a) heteroestrutura que gera um gas bidimensional de elétrons na
interface Ga[Al]As-GaAs e de suas bandas de energia b) antes e ¢) depois da
formagdo dainterface. . ... ... ... .. .. ...
a) [lustra¢do de um ponto de contato quantico. Os sinais — e + representam
a voltagem aplicada de forma que o fluxo de elétrons ocorra. b)Imagem de
um ponto de contato quantico obtida através de microscopia eletronica de
varredura. ... .. e
Ilustragdo a) de um guia de onda retangular com potencial nulo no interior e
infinito nas paredes e no exterior e b) sua visualiza¢do lateral em duas situagoes:
quando a altura a e a largura b do guia sao constantes (imagem superior) e
variaveis (imagem inferior). c) Potencial efetivo dos canais de transporte. As
curvas em azul e vermelho representam, respectivamente, os canais abertos e
fechados para transporte de elétrons. . . . . ... ... ... ... ...
Condutancia em fung¢do do potencial do portdo de voltagem de um ponto de
contato quantico formado em um gas bidimensional de elétrons. . . . . . . .
Ilustragao de condutores ndo ideais, representado por um guia de ondas con-
tendo uma zona de bloqueio cuja probabilidade de um elétron ser transmitido
emumcanal i1 éTi. . . . . . .. e
Imagens feitas por microscopia eletronica de varredura de a) um ponto quan-
tico com dois pontos de contato com canais abertos e b) um sistema formado
por dois pontos quanticos conectados. As regides preenchidas com malhas
coloridas representam pontos quanticos distintos e os pontos de contato espe-

cificados sdo aqueles com canaisabertos. . ... .................

17

18

19

19

22

23

25

27

29

30



Figura1 -

Figura12 -

Figura13 -

Figurai14 -

Figurais -

Figura16 -

Figura1y -

Figura18 -

Figurai19 -

Figura 20 -

Esquema de modelos de pontos quanticos para diversos nimeros de canais
abertos para a condugéo de elétrons e a forma de suas respectivas matrizes
de espalhamento. Cada canal estd representado por Cg ., em que os subscri-
tos g e ¢ representam o guia e o canal, respectivamente. As cores distintas
representam os diferentes guias e as linhas tracejadas delimitam os blocos
de reflexdo dos guias e de transmissao entre dois guias distintos. Os pontos
quanticos apresentados sdo os seguintes: a) com dois guias de canal unico;
b) o mesmo que a adicionando-se um segundo canal ao primeiro guia; c) o
mesmo que b adicionando-se um terceiro guia de canal inico e d) o mesmo
que ¢ adicionando-se um quarto guia de trés canais. . . . . .. ... ... ...
Esquema de rede de centros de espalhamento a) em paralelo e b) em série (N;
e N/ representam o niimero de canais nos respectivos guias conectados nos
centros de espalhamento). ¢) A combinagao resultarda em apenas uma matriz
de espalhamento S,¢ conectada a guias com N e N, ¢ canais. Ny = 2; N;
e Noor = ); N/ na associagdo de rede em paralelo, enquanto Ny = N e
N, ef = Nppyp na associagdo deredeemsérie. . . . . ... .. ... ... ... ..

Ilustragao de dois centros de espalhamentos conectados em série. Uma das

amplitudes de saida de um centro é a amplitude de entrada do outro e vice versa.

Ilustragdo de a) um sistema regular, sem caos, e b) um sistema caético. Duas
particulas (esferas em azul e vermelho) se movem no sentido da esquerda para
a direita sofrendo reflexdes nas paredes tracejadas. Apos a adigao de falhas, o
nimero de graus de liberdade aumenta e a dinamica se torna muito sensivel
as condi¢oes iniciais. A distancia entre as particulas deixa de ter uma relagio
linear com o tempo, aumentando exponencialmente a uma taxa A, conhecido
como expoentede Lyapunov. . .. ......... .. ...
Grafico da entropia de von Neumann em fun¢do do mddulo de uma das
amplitudes dopardequbits. . . ... ... ... ...
[lustragdao de um ponto quantico contendo dois guias. Cada guia i possui dois
canais e uma probabilidades de reflexdo representada por opacidade y;. . . .
Grificos tridimensionais da média da concorréncia (C) em fungdo das opaci-
dades y; e y, nos guias paraa) f=1b) f=2ec)f=4. . . . . ... ... ...
Grificos tridimensionais da média da norma quadrada (A') em funcéo das
opacidades y; e y, nos guias paraa) f=1L,b) f=2ec)f=4.. . .. ... ...
Graficos tridimensionais do fator de produgdo de emaranhamento (#) em
funcdo das opacidades y; e y, nos guias paraa) f=1,b) f=2ec) f=4. . ..
Meédia da concorréncia (C) em fungio da opacidade y; do guia 1 (o guia 2 tem
opacidade fixa y, = 0). As cores distinguem os graficos referentes as diferentes

simetrias B=1,2,4. . . . ..

34

36

37

41

50

54

56

57

58

59



Figura 21 - Média da norma quadrada (N') em fun¢io da opacidade y; do guia 1 (o guia
2 tem opacidade fixa y, = 0). As cores distinguem os graficos referentes as
diferentes simetrias B =1,2,4. . . . . . . ... 60
Figura 22 — Média fator de produ¢io de emaranhamento (7) em func¢do da opacidade y,

do guia 1 (o guia 2 tem opacidade fixa y, = 0). As cores distinguem os graficos

referentes as diferentes simetrias f=1,2,4. . . ... ... ... . ... ..... 60
Figura 23 - Distribui¢oes da concorréncia C para as simetrias f =1,2,4. . . . .. ... .. 62
Figura 24 — Distribui¢des da norma quadrada N para as simetrias $ =1,2,4. . ... ... 63

Figura 25 - Distribui¢des do fator de produgdo de emaranhamento # para as simetrias



Lista de tabelas

Tabela1 - Classes de Wigner-Dyson para o ensemble circular . . . ... ......... 45
Tabela2 - Maximos valores de (C), (NV') e (1) nas trés simetrias com os respectivos
valoresde y,parap;=0. . . . ... 58

Tabela3 - Pares de coordenadas das intercec¢des entre curvas (C) e (7). . ... ... .. 59



Lista de abreviaturas e siglas

PCQ Ponto de contato quantico

GBE Gas bidimensional de elétrons

MEV Microscopia eletronica de varredura
PQ Ponto quantico

SRT Simetria de reversao temporal

IRS Invariancia sob rotagao de spin



Lista de simbolos

L, Caminho livre médio elastico

ly Comprimento de coeréncia de fase

T, Tempo médio de relaxagdo do momento no modelo de Drude-Sommerfeld
T Tempo médio de relaxagdo do momento corrigido

Ty Tempo médio de relaxagido de fase

Ar Comprimento de onda de Fermi

Comprimento de localizagdo eletronica
D Constante de difusao

L Dimensao do sistema



Sumario

Introducdo . . . . . . . e e e 15
11 Escalascaracteristicas . . . . . .. .. ... ... 16
1.2 Regimesdetransporte . ... ... ... ... ... ... 17
13 Visdogeraldadissertagdo . ... ... ... ... .. ... o 18
Sistemas MesoSCOPICOS . . . . . . v v v i i e e e e e e e e 21
21 Gaésbidimensionaldeelétrons . . . ... ... ... .. ... ... ... ..., 21
2.2 Pontodecontatoquintico . .. ... ... ... ... 23

2.2.1  Quantizacdo dacondutancia . . . .. ... . oL oL Lo 26

2.2.2  Calculo da conduténcia do ponto de contato quantico . . . ... ... .. 26

223 AféormuladeLandauer . ... ... ... . ... 28
23 Pontoquantico. ... ... ... ... 29
2.4 SUMATIO . . . . . . o e 30
Matriz de espalhamento . . . . . . .. ... L L 32
3.1 Histdrico . . . . . . . e 32
3.2 FormulagdodamatrizS . ... ..... .. ... ... . . ... ... 32
3.3 Associagdo de centros de espalhamento . . .. ... .. L L. 35

3.3.1  Associacao de centros de espalhamento em paralelo . . . ... ... ... 36

3.3.2  Associagdo de centros de espalhamento em série . . ... ... ... ... 37
3.4 SUMATIO . . . . . e e e 39
Teoria de matrizes aleatérias. . . . . . ... ... ... ... . ... ... 40
4.1 HIStOrico . . . . . . . e 40
4.2 Simetriadereversdotemporal . . . . ... ... L 41
4.3 Ensemble circular e ndcleode Poison . . . ... ... ... ... . 43
4.4 SUMATIO . . . . o o it e e e 45
Emaranhamento . . . ... ... . ... .. ... 46
5.1 HistOrico . . . . . . . . e 46
5.2  Emaranhamentodequbits . . . .. ... ... ... . . ... o . 47
5.3 Graudeemaranhamento . . . . ... ... .. ... ... ... 48

5.3.1 Estados mistos e puros ... e 49

5.3.2 EntropiadevonNeumann . .......................... 49

5.3.3 Emaranhamento deformacdo ......................... 50
5.4 CONCOITENCIA . . . v v v v i o e e e e e e e e e e e 51
5.5 Emaranhamento em pontos quanticos . . . ... ... ..... .. ... ..... 52
Simulacdo computacional . . . . . . ... oL 54
6.1 Metodologia . . . . ... ... 54

6.2 Resultados . . . .. . . e 55



6.2.1  Contatos com opacidades arbitrarias . . ... ................ 55

6.22 Umecontatoideal . . .. ... .. ... ... ... ... ... .. 57
7 Conclusdes . . . . . . . . e e e e e e 65
Referéncias . . . . . . . . o e e e e e e e 67
Apéndices 74

APENDICE A Unitariedade da matriz S



15

1 Introducao

Nos ultimos 50 anos, algumas caracteristicas tecnoldgicas tém sido bastante aprimoradas.
Podemos destacar algumas delas: aumento de desempenho, facilidade de uso, atribui¢ao de novas
funcoes, reducido de custos de fabricagdo e manutengdo, aumento da durabilidade e redugdo
no tamanho dos dispositivos. Cada uma dessas caracteristicas é limitada por barreiras a serem
rompidas com intensas pesquisas tedricas e experimentais[1]. Atrelada a redu¢ao de custo de
fabrica¢ao e requerida pelos consumidores cada vez mais exigentes, a redugdo no tamanho dos

dispositivos se torna de grande interesse.

Os maiores desafios da tecnologia estdo associados a fendmenos fisicos tanto descobertos
recentemente (como a magnetoresisténcia gigante) quanto tradicionais (como propriedades
Opticas e de condugao elétrica e campo magnético). As pesquisas em um determinado fendmeno
nunca estardo esgotadas nem serao suficientes para que seja possivel atender as novidades. Um
grande exemplo disso é que a miniaturizagdo de dispositivos requer uma reformula¢ao da teoria
de condugio eletronica. Isso ocorre porque efeitos exclusivamente quanticos se tornam mais

abrangentes em escala reduzida e devem ser levados em consideracéo.

Na situa¢do em que um sistema fisico tem suas dimensoes reduzidas de forma que ha
uma miscelancia entre efeitos classicos e quinticos, 0 mesmo pode ser analisado através de uma
abordagem semiclassica. O ramo da fisica que estuda sistemas nesta circunstancia é a fisica
mesoscopica’. Este campo tem se desenvolvido desde a década de 1980. Nos ultimos anos, o termo
mesoscopico tem sido mais usado para diferenciar escalas, enquanto o ramo tem sido renomeado

para transporte quantico?|2].

! Muitas vezes o termo fisica mesoscopica é mal interpretado na tentativa de simplificar seu significado. Embora

meso- seja um prefixo que significa intermediario, o adjetivo mesoscépico néo deve ser atribuido a sistemas que
estdo em uma escala entre microscépico e macroscopico, mas sim a sistemas em que efeitos quanticos e cléssicos
estdo presentes. O motivo é que essas designagdes (micro- e macroscopico) ndo sio bem definidas e variam entre
diversos tipos de sistema

A Ref. 2 utiliza o termo transporte qudantico substituindo fisica mesoscopica, embora o segundo apresente um
significado mais geral.
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1.1 Escalas caracteristicas

E importante definir quando o sistema se encontra no regime mesoscépico a partir de

algumas escalas, chamadas escalas de comprimentos caracteristicos. Os fendmenos quanticos

sao acentuados a medida que o sistema diminui para dimensoes da ordem dos comprimentos

caracteristicos. Se o sistema for muito maior que esses comprimentos, os efeitos quanticos em

geral sdo enfraquecidos e o sistema pode ser caracterizado classicamente. As principais escalas de

comprimento utilizadas no transporte quantico sao [3, 4]:

a)

b)

d)

Caminho livre médio elastico, [,,: E a distincia média que um elétron percorre entre
sucessivas colisdes® elasticas, ie., colisdes sem mudanga de energia. /,, esta associado

ao tempo de relaxacdo do momento* 7,, por l,, = vgT,,, em que a velocidade de Fermi
_ hkg

vp € dada por vp = =k
Comprimento de onda de Fermi, Ar: Corresponde ao comprimento de onda de
Broglie de elétrons com energia de Fermi €. Em baixas temperaturas somente elétrons
com energias proximas a energia de Fermi podem ser conduzidos. O comprimento de

onda de Fermi pode ser calculado através de A = i—’; = # em que m* é a massa
F

. /4 2 /4 . /4 /4 14 .
efetiva do elétron’, com -1 = L 4L e E é a energia do elétron. O caréter ondulatério

do elétron é evidenciado se as dimensdes do sistema sdo comparaveis a A.

Comprimento de localizagio eletronica, &: Caracteriza a extensio da func¢ao de onda.
A fungdo de onda associada a um elétron é mais extensa em um meio condutor e mais
localizada em um meio isolante. Entéo, no primeiro caso o comprimento de localizagao
¢ maior que no segundo. Este comprimento é determinado pela a média do logaritmo
de |¥(x)| ja que, por definigdo, |V (7)| ~ exp(|F — 7o|/&) cai exponencialmente nas
localizagbes extremas(s, 6]. A Figura 1 ilustra de forma genérica situagdes de fungdes

de onda com alto e baixo comprimento de localizagao.

Comprimento de coeréncia de fase, [;: Semelhante ao livre caminho médio, este
comprimento ¢é referente a distincia média que um elétron percorre sem que sua
onda perca coeréncia de fase. Duas ondas sdo coerentes se elas possuem uma fase
relativa constante e decoerentes se suas fases nao possuem correlacao entre si. Quando
as ondas deixam de ser coerentes, dizemos que ha relaxagdo de fase. A coeréncia é
muito importante no processo de interferéncia de duas ondas ou mesmo de uma

onda com si mesma apds os espalhamentos. A interferéncia, por sua vez, evidencia as

3 Os elétrons na verdade sofrem espalhamentos e nio colisdes. Entretanto, alguns autores utilizam o termo colisdo
por uma questio de simplicidade.

4 O modelo de Drude-Sommerfeld utiliza o tempo médio entre sucessivas colisoes, 7., ao invés de 7,,. Isso ocorre
porque este modelo considera processos de espalhamento instantaneos. Logo, 7,, é o tempo efetivo que corrige
1, em modelos que consideram espalhamentos ndo-instantdneos. Os dois tempos sdo relacionados por 7,, = ;—;,
em que «,, denota a efetividade do espalhamento em destruir o momento inicial da particula.

> Quando um elétron é submetido a potenciais periddicos (como os da rede cristalina, por exemplo), a agdo de uma
forga externa (como o campo elétrico) faz com que o elétron se desloque como se sua massa estivesse alterada.
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Figura 1 - Esquema contendo exemplos de fun¢des de onda em dois regimes: a) ndo-localizado e
b) localizado.

lA/\ /\A A/\ /\[Néo-l;)calizado
VY V\/\/v v

A
VY \/ \/ \/ \/ \V

Localizado

Fonte: Figura produzida pelo autor e baseada na Ref. 7.

caracteristicas quanticas do sistema. Espalhamentos elétron-elétron, elétron-fonon e
a partir de impurezas magnéticas sao alguns dos processos que causam relaxagao de
fase. Em sistemas de alta mobilidade, o comprimento de coeréncia de fase é da ordem

do caminho livre médio e dado por
l¢ = VFT¢ ~ lm,

sendo 7, o tempo médio de relaxagdo de fase. Entretanto, em sistemas com baixa
mobilidade, o elétron pode ser espalhado vérias vezes sem perder sua coeréncia de
fase, por defeitos ou impurezas nao-magnéticas, por exemplo, caracterizando um
regime difusivo. Neste caso, o comprimento de coeréncia de fase costuma ser bem

maior que o caminho livre médio e dado por

[T T
l¢:VF 2¢:\/DT¢,

e D = \/v;7,,/2 é chamado constante de difusio.

Um sistema esta no regime mesoscopico quando pelo menos uma de suas dimensoes é
menor que seu comprimento de coeréncia de fase. No regime mesoscdpico, o sistema nao pode
ser totalmente caracterizado apenas por teorias classicas. O comprimento de coeréncia de fase ¢
entdo o principal comprimento caracteristico quando se determina os fendmenos de transporte

eletronico.

1.2 Regimes de transporte

Os regimes de transporte informam as caracteristicas de condugao dos elétrons no sistema

e sao definidos pela rela¢ao entre o tamanho da amostra e os comprimentos caracteristicos.
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Considerando um sistema com dimensdes de comprimento L, o regime de transporte pode ser

classificado como:

Regime balistico Neste regime os elétrons se deslocam praticamente sem sofrer espalhamento. Colisoes
podem ocorrer eventualmente, mas com frequéncia irrelevante. Ocorrem quando as

dimensoes do sistema sdo menores que o livre caminho médio (L < L,,).

Regime difusivo Nesta situagdo, o elétron é espalhado com muita frequéncia comparado ao regime
balistico. Entretanto, no regime difusivo o elétron ainda pode percorrer todo o sistema.

Entéo esse regime ocorre para L,, < L < &.

Regime localizado Se o elétron se encontra confinado em uma regiao pequena e sem sofrer espalhamentos
frequentes, o regime sera chamado localizado. Neste caso, a fungao de onda é mais
estreita na regido de confinamento, diminuindo a probabilidade de se encontrar o

elétron em outra regido. A relagao satisfeita ¢ £ < L < L.

A Figura 2 agrupa as escalas caracteristicas com os regimes de transporte, mostrando
quando cada regime ocorre ao se alterar a dimenséao L do sistema. A diferenca entre os regimes
balistico e difusivo é esquematizado na Figura 3. Os comprimentos caracteristicos podem variar
bastante entre diferentes sistemas e, consequentemente, as dimensdes em que cada regime de
transporte se encontra. Esse é o motivo pelo qual ndo existe um intervalo pequeno nas dimen-
sdes de um sistema que o caracteriza como mesoscopico. Segue na Figura 4 comparagdes entre
alguns comprimentos caracteristicos e dimensdes na escala logaritmica de sistemas no regime

mesoscdpico.

Figura 2 — Esquema mostrando os comprimentos caracteristicos e os regimes de transporte em
fung¢do da dimenséo L do sistema.

Ar Ly § Ly
1 1 1 1 > L
. L<L, ILm<L<£If<L<L¢
I Balistico I Difusivo I Localizado I

Fonte: Baseado na Ref. 8.

1.3 Visdo geral da dissertacdo

Vimos neste capitulo como as requisi¢des da tecnologia sdo importantes para o desenvol-
vimento de diversas areas da ciéncia, especialmente a fisica mesoscépica. O reciproco também
é valido, quando as pesquisas aprimoram as teorias para posterior uso em alguma situagdo pra-
tica. Apresentamos entdo as condi¢des para caracterizar o transporte de elétrons em sistemas

mesoscopicos e quando o sistema se encontra neste regime.
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difusivo.
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Fonte: Proprio autor.

Figura 4 - Comparagdo entre escalas caracteristicas de diversos sistemas.
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Fonte: Adaptado da Ref. 3.

Comprimento de onda de Broglie em metais

quantico sdo exemplos dos sistemas que discutiremos.

No Capitulo 3 estudaremos como o transporte de elétrons em um ponto quantico pode

ser descrito pela matriz de espalhamento relacionando amplitudes de entrada e de saida.

O Capitulo 4 sera destinado para a teoria de matrizes aleatorias. Uma discussdo basica

acerca dos ensembles de Wigner-Dyson sera feita para que possamos compreender como as

Caminho livre médio no regime de Hall quéntico

Caminho livre médio/comprimento de relaxacdo de fase em semicon-
dutores de alta mobilidade em T < 4K

Dispositivos semicondutores comercializados na década de 1990

Comprimento de onda de Broglie em semicondutores
Caminho livre médio em filmes metdlicos policristalinos

matrizes de espalhamento que representam os pontos quinticos sdo geradas.

O Capitulo 5 sera reservado para emaranhamento, que é o efeito quintico mais estudado

nesta dissertagao.

Figura 3 - Ilustragdo de dois sistemas que apresentam, respectivamente, regimes a) balistico e b)

No Capitulo 2 abordaremos alguns sistemas mesoscopicos importantes para este trabalho,

e também suas propriedades e aplicagdes. O gas bidimensional de elétrons e o ponto de contato
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No Capitulo 6 sao mostrados os resultados obtidos através de simulagdo computacional
do sistema ponto quéntico formados por dois pontos de contato. Verificaremos a produgéo de

emaranhamento neste sistema e compararemos resultados para os ensembles de Wigner-Dyson.

Para finalizar, no Capitulo 7 apresentamos um resumo dos resultados obtidos como

concluséo da dissertagéo.



21

2 Sistemas mesoscopicos

Neste capitulo serdo apresentados alguns dos mais importantes sistemas na fisica mesos-
cdpica. Embora existam varios tipos de sistemas neste regime, nosso trabalho se baseia em um
agrupamento de trés sistemas. Primeiramente, apresentaremos o gas bidimensional de elétrons.
Este sistema ¢ a base de construgdo dos pontos de contato. Um conjunto de pontos de contato,
por sua vez, pode formar uma ou varias cavidades. Este conjunto se chama ponto quantico e é

nosso principal sistema de estudo.

2.1 Gas bidimensional de elétrons

Entre as décadas 1960 e 1970, o gas bidimensional de elétrons (GBE) comecou a ser
muito pesquisado na area de semicondutores. Embora o sistema inteiro nio seja necessariamente
bidimensional, o nome bidimensional esta associado ao movimento elétrons em apenas duas
dimensdes. O termo gas, por sua vez, ¢ uma analogia ao comportamento livre dos elétrons. Desta
forma, os elétrons muitas vezes se comportam como particulas nao-interagentes, formando um
gas ideal bidimensional de elétrons. Embora existam, de fato, interagdes elétron-elétron e de
elétrons com outros constituintes do sistema, elas podem ser desprezadas se forem suficientemente

fracas[o9].

Ha viérios sistemas GBE e alguns dos mais estudados sdo a superficie do liquido de hélio,
casos especiais de filmes finos e agrupamento de camadas de materiais semicondutores[10].
Devido a sua maior importéncia para o tema de pesquisa desta dissertagdo, este trabalho se

limitara ao ultimo exemplo.

Semicondutores puros possuem densidades de cargas negativa e positiva iguais e ndo
sao bons condutores em baixas temperaturas. Ao aumentar a temperatura, alguns elétrons po-
dem saltar da banda de valéncia para a banda de condugéo. Entretanto, alta temperatura desfaz
muitos efeitos quanticos (por exemplo, coeréncia de fase de onda) devido principalmente aos
espalhamentos do tipo elétron-fonon. A solucgdo ¢ obtida através da dopagem desses materiais,
tornando-os semicondutores extrinsecos. A dopagem consiste de adi¢do de elementos extras em
pequenas concentragdes e seu objetivo é aumentar ou diminuir a densidade de cargas negativas

em relagdo as positivas. Com uma dopagem doadora de elétrons, mesmo em temperaturas quase
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nulas, alguns desses elétrons podem contribuir para a condugdo no semicondutor. Uma das
grandes vantagens do uso de semicondutores dopados é o alto controle da densidade de elétrons
através da concentragdo de dopagem. Particularmente no caso de uma camada semicondutora
bidimensional, é também possivel controlar a densidade de elétrons por meio de uma placa

metalica proxima a camada, aplicando-se a ela uma voltagem negativa.

O GBE mais utilizado na fisica mesoscopica é a heteroestrutura formada por camadas de
GaAs (Arseneto de galio) e Ga[Al] As (Arseneto de galio dopado com aluminio). O AlGaAs fornece
elétrons que se acumulam na interface Ga[Al]As-GaAs, formando uma camada praticamente
bidimensional. Esse acimulo reduz a energia de gap'. Em geral, a reducao ¢ suficiente para que
a energia de Fermi seja maior que a energia da banda de condugao. Nesta situa¢do a camada
bidimensional deixa de se comportar como isolante e passa a conduzir os elétrons. E importante
que se crie uma heteroestrutura cristalina com bastante cuidado no intuito de gerar o minimo de
defeitos. Desta forma, os espalhamentos eletronicos no GBE serdo reduzidos aumentando o livre

caminho médio. Isso possibilita alcancar o regime mesoscopico mais facilmente[11].

A Figura 5 esquematiza uma heteroestrutura formada por camadas Ga[Al]As-GaAs e
suas bandas de energia. Quando a interface é formada e as cargas dos elementos dopantes se
acumulam nela, a energia de Fermi fica acima da energia da banda de condugao. A partir deste

momento esses elétrons podem ser conduzidos.

Figura 5 - Esquema da a) heteroestrutura que gera um gas bidimensional de elétrons na interface
Ga[Al]As-GaAs e de suas bandas de energia b) antes e c) depois da formagao da

interface.
a)
Eletrodo
Ga[Al]As
Z GBE
GaAs

e

b) ﬂ

Ga[Al]As | GaAs

Ga[Al]As | GaAs

Fonte: a) Préprio autor; b) e ¢) Adaptados da Ref. 3.

' Energia de gap é a diferenca entre as energias das bandas de valéncia e de condugao.
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2.2 Ponto de contato quantico

O ponto de contato quantico (PCQ) é o sistema mesoscdpico mais simples, similar ao
sistema formado pelo confinamento dos elétrons em um guia de ondas retangular de comprimento
infinito. O PCQ ¢é formado por uma constri¢ao com largura L e abertura W e esta representado
na Figura 6 por uma imagem obtida através de microscopia eletronica de varredura MEV e sua
ilustragao. As constri¢des sdo formadas por contatos com a aplicagdo de voltagens apropriadas
para controlar o fluxo de elétrons pela abertura. O fluxo de elétrons ocorre na regiao branca da
Figura 6.a e na regido mais escura da Figura 6.b de forma balistica (/,, >> L). O PCQ pode ser
modelado por um guia de ondas com barreira de potencial e vamos nos basear na Ref. 2 para

descrever como isso é feito.

Figura 6 - a) Ilustragdo de um ponto de contato quantico. Os sinais — e + representam a voltagem
aplicada de forma que o fluxo de elétrons ocorra. b)Imagem de um ponto de contato
quantico obtida através de microscopia eletronica de varredura.

77777 Elétron
- w ~——————

+ 4+ + + + + + +

Fonte: a) Baseado na Ref. 12 e b) Retirado da Ref. 13.

Primeiramente, consideremos um elétron confinado em um guia de ondas retangular e
sem barreira de potencial, como mostra a Figura 7. Por simplicidade, a altura e a largura do guia
de ondas sdo mantidas constantes iguais a a e b (Figura 7.a e Figura 7.b superior), respectivamente,

e o elétron se desloca livremente ao longo do eixo-x. Ao selecionar y = 0 e z = 0 no centro do
retingulo, o potencial serd U = 0 nas regides em que |y| < £ e |z| < £ e U = oo no espaco restante.

Neste caso, a solu¢ao da equagido de Schrodinger? fornece a seguinte funcio de onda associada ao

elétron com massa m que se desloca no sentido +x:

\I]k)wny’nz(x’y’z) = Yk, (x)q)ny,nz(y’z) (2.1)
i, (x) = e (2.2)
. (302) = —sin(K: (y - a/2)) sin(k! (z - b/2)), (23)

Vab

HY =i h%‘l’ ¢ a equagdo geral de Schrédinger. Quando os potenciais sdo independentes do tempo, a solucdo ¥

2

também é solugdo da equagio de Schrodinger independente do tempo, (—%?2 + V) Y = EVY.
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em que k, assume valores reais continuos enquanto k = 7n, /a e k! = mn, /b sdo valores discretos
pois n, e n, assumem apenas valores inteiros nio negativos. Dessa forma, o movimento transversal
do elétron esta quantizado com determinados modos de propagagio, chamadas também de canais
de propagacio e definidos pelo par n = (n,, n;). A energia do elétron é entdo dependente do seu

momento e do canal de transporte e escrita por

hk.)? m*h? (n)  n?

Ey(ke) = E(ke) + Ey = ) 22, 2.

n(ke) = B(ke) + En 2m 2m \ a2 b2 (24
O guia de onda descrito acima é bastante simples e permite que o elétron se propague

sempre no mesmo sentido. E possivel, entretanto, adicionar um potencial em uma regiio delimi-

tada no interior do guia de ondas chamado barreira de potencial. No espalhamento do elétron

ocasionado pela barreira de potencial, uma parte da onda é transmitida e outra parte é refletida.

Vamos considerar o guia de ondas com a seguinte barreira de potencial:

Uy, para0 < x <d

U(x) = (2.5)

0, outros casos.
A barreira divide o guia de ondas em trés regies e a func¢ao de onda associada ao movimento

longitudinal do elétron agora é dada pela solugdo da equagao de Schrodinger em cada regiao:

elksx 4 pe=ikx  x <
v(x) =4 Be** + Ce **, 0<x<d , (2.6)

tei*x  x>d

sendo k, = \/2m(E - E,)/h e k = \/2m(E - E, - Uy) /h. Na regido x < 0, ¢(x) possui dois

termos referentes ao movimento inicial do elétron no sentido +x e a reflexdo do elétron no

sentido —x. Na regido 0 < x < d, ¢(x) possui dois termos com coeficientes a serem encontrados.
A regido x > d contém apenas um termo referente a parte transmitida da onda. Os coeficientes r,
B, C e t sdo obtidos pelas condi¢ées de Dirichlet3. Além disso, |¢[? e |r|> = 1-|t]? sd0, respectivamente,
as probabilidades de transmissdo (transmitancia) e reflexao (reflectdncia) do elétron pela barreira

de potencial.

Consideremos agora um guia de ondas sem barreira de potencial com altura a(x) e
largura b(x) varidveis, de forma que em x = oo a altura e a largura sdo assintéticas e seus valores
$80 doo € boo. No meio do guia de ondas, a(x) e b(x) diminuem e formam uma constri¢io. Nesta
situagao, a visualizagao lateral do guia de ondas esta mostrada na parte inferior da Figura 7.b.
Achar a solugdo da equagdo de Schrodinger para este guia de ondas é bem mais complexa que
para a situagdo anterior. Entretanto, quando a variagdo de a(x) e b(x) é muito suave, localmente
as paredes podem ser consideradas planas e paralelas. Assim, também localmente, as variaveis sdo

separaveis e a Equagdo 2.1 se torna valida também para este caso. Esta situag¢ao ocorre quando

la’"(x)],|6'(x)] <1 e a(x)|la"(x)],b(x)b"(x)] <1 (2.7)

3 A funcio de onda e sua primeira derivada sdo continuas em todo o espago, mesmo quando os potenciais nio séo
continuos.
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Figura 7 - Ilustragao a) de um guia de onda retangular com potencial nulo no interior e infinito
nas paredes e no exterior e b) sua visualizacao lateral em duas situagdes: quando a
altura a e a largura b do guia sao constantes (imagem superior) e variaveis (imagem
inferior). c) Potencial efetivo dos canais de transporte. As curvas em azul e vermelho
representam, respectivamente, os canais abertos e fechados para transporte de elétrons.

o) 3

l

a(x) = constante

ey | | L.

Fonte: Baseado na Ref. 2.

A energia do canal de transporte#, dependente de x neste caso, é

242 2 2
n*h ny n2

En(x) = 2m \ a(x)? ’ b(x)?

(2.8)

As energias dos canais de propagacao formam uma barreira de potencial no centro da constrigéo.
Considerando-se que barreira é impenetravel, em um determinado canal n, um elétron com
energia E sera transmitido se a altura da barreira de potencial E,, ,,.x for menor que E (canal
aberto). Caso contrario, o elétron sera refletido (canal fechado). Como a energia do canal ¢é
crescente com o indice #n, ha apenas um nimero finito de canais abertos cujas energias sdo

menores que E.

Cada canal de transporte possui um coeficiente de transmissdo T,(E) dependente da
energia do elétron. Exceto para canais cuja energia maxima estdo muito proximas da energia do
elétron (E 2 E,,, max), a barreira de potencial tem comportamento praticamente classico, isto é,

T,(E) =1 para canais abertos e T,(E) = 0 para canais fechados. Assim, uma das propriedades

4 Energia do canal de transporte serd aqui definida como a energia quantizada referente a movimento transversal

do elétron.
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mais importantes do PCQ ¢ a reflexdo praticamente total de elétrons em canais fechados. Dizemos
que os contatos sdo ideais e definimos por energia de corte ¢, a energia minima que um elétron

deve possuir para ser transmitido através do canal n.

2.2.1 Quantizacdo da condutéancia

Uma propriedade importante observada em PCQs é a quantizacao da condutancia, ob-
servada em heteroestruturas semicondutoras de Ga[Al]As-GaAs (ver se¢do 2.1). O transporte
de elétrons neste sistema esta restrito a duas dimensoes e, por isso, é equivalente ao guia de
ondas com largura b(x) — 0. Nesta situagdo, apenas o primeiro canal de transporte associado a
coordenada z ¢ relevante e consideramos apenas os canais # = (#,,1) como abertos. A voltagem
negativa aplicada aos eletrodos ilustrados na Figura 6 modifica a(x) cujo valor minimo ay,
controla o niimero de canais abertos. Um novo canal n = (n,,1) é aberto quando sua energia de

corte &, passa a ser menor que a energia de Fermi do sistema,

h2m? h2k?
€n= ——5—n, =Ep= E (2.9)
2mag.;, 2m
Entdo, o numero de canais abertos é dado por
Nabertos = [kFamin/T[] . (2.10)

A medida que a voltagem nos eletrodos (portdo de voltagem’) ¢ reduzida, mais canais
sao liberados de forma quantizada para o transporte de elétrons e a condutancia aumenta dis-
cretamente e proporcional a Nopeos. Entdo é esperado um comportamento “do tipo escada” da
condutancia de um PCQ em fungao do potencial nos eletrodos. A Figura 8 mostra este comporta-
mento no experimento pioneiro de medi¢io de condutincia em um PCQ em 1988. E interessante

notar que esse experimento foi realizado antes da descri¢ao teérica do PCQ[11].

2.2.2 Calculo da condutancia do ponto de contato quantico

Vimos na subsec¢ao anterior que a condutincia de um ponto de contato quintico é quan-
tizada e dependente do niimero de canais abertos. Esta subse¢do serd reservada para um deta-
lhamento de como ocorre o transporte de elétrons nesse sistema e como determinar o valor da
conduténcia. Essas informagoes serdo necessarias para melhor entender o transporte de elétrons
em sistemas mais complexos, como o ponto quantico na préxima se¢ao. Para isso, vamos nos

basear no desenvolvimento encontrado na Ref. 3.

Como vimos, para que um elétron com energia E seja propagado por um canal n, sua

energia deve ser no minimo a energia de corte dada pela Equagao 2.9. O numero de canais abertos

> Tradugdo da expressdo gate voltage, muito comum na literatura.



Capitulo 2. Sistemas mesoscépicos 27

Figura 8 - Condutancia em fungdo do potencial do portao de voltagem de um ponto de contato
quantico formado em um gas bidimensional de elétrons.
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Fonte: Figura retirada da Ref. 14.
N(E) pode ser contado pela equagdo
N(E)=> 9(E-¢,), (2.11)
n
equivalente a Equacio 2.10, e 9(x) é a fungio de Heaviside ou fungdo degrau,
0, x<0
9(x)=43 x=0
I, x>0

Os terminais do PCQ podem ser modelados como reservatorios macroscopicos em equilibrio
cujos potenciais eletroquimicos sdo p e y,. Os reservatdrios fornecem elétrons para o PCQ ou os
recebem apds a transmissao ou reflexdo na constrigdo. Consideremos um canal n com elétrons se
movendo no sentido +x. Sejam seus estados +k, ocupados segundo o fator de preenchimento
f*(E) dado pela fun¢do de Fermi
o ) 1
fUE)= fe(E-m) =7 xp[(E=m)/ksT"

em que kg é a constante de Boltzmann e T é a temperatura. A corrente gerada por um gas

unidimensional de elétrons com velocidade v e densidade uniforme A é I = Aev, sendo e a carga

elementar do elétron. Ao se fazer as substitui¢des A = + Y, f*(E) ev = %;Tb;, temos
e e 1 dE
I'==% vf"(E)==) ———f"(E).

Como k, é uma variavel continua, o somatorio é substituido por uma integral,

L
%ezngdkx,
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em que a multiplicagdo por 2 é devido a degeneragao de spin. Entao,
2 +o00
It = f/ f*(E)dE.
A corrente de todos os canais abertos é
+ + 2e e + 26 e +
r=yn=2Y [ r@Eae=-2 [ O NEF(E)E,
N N Yen o0

em que a Equagdo 2.11 foi utilizada na ultima passagem para extender os limites da integral. A
corrente gerada por elétrons que se deslocam no sentido —x e possuem estados —k preenchidos

por um fator de preenchimento f~(E) = fr(E — y,) é obtida de forma anéloga, encontrando-se

- %e T N(E)f(B)dE.

Dessa forma, a corrente total é dada pela subtracao de I* e I, de forma que

1-2 [ TN® (GB) - £ (B)dE. (1)

Se a diferenca entre os potenciais eletroquimicos for bem pequena, de forma que N(E) é

constante no intervalo y; < E < y,, a Equagao 2.12 pode ser simplificada por

2e N
IE;Z(#I—MF

i=1

2e
ZN([/II - [/12) = G()NV, (2.13)

em que G = % ~ 7.7480917 x 10~ Ohm ™ é o quantum de condutancia e V = (g — )/e é a

diferenca de potencial entre os dois reservatorios.

2.2.3 A férmula de Landauer

Até agora, os contatos foram todos considerados ideais, ou seja, se um elétron é conduzido
dos contatos até o condutor, entdo certamente este elétron chegara a outra extremidade do
condutor. Entretanto, é possivel tornar o sistema mais realistico considerando-se também contatos
ndo ideais. Neste caso, T,,(E) é a probabilidade de um elétron ser transmitido do inicio até o fim do
condutor. Este é um caso mais generalizado do guia de ondas com comportamento praticamente
classico visto na sec¢ao 2.2. Basendo-se na referéncia 3, vamos calcular a condutancia de um
condutor ndo ideal que esta representado na Figura 9 no caso especial em que ha quatro canais

abertos.

A diferenga deste modelo para o anterior é que agora o elétron pode ser refletido no
préprio condutor. Entdo, o fluxo de elétrons I que entra no guia 1 através do contato 1 ¢ dado

pela Equagdo 2.13. Ao alcangar a barreira de potencial, parte do fluxo igual a

2 N
Iy = 7(/41—!42)271
i=1
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Figura 9 - Ilustragao de condutores ndo ideais, representado por um guia de ondas contendo uma
zona de bloqueio cuja probabilidade de um elétron ser transmitido em um canal i é T;.

V| 14
"
)
Ty
Contato 1 % Contato 2
T
J N \\»
Guia 1 Guia 2

Baseado na Ref. 3.

é transmitido ao guia 2, enquanto a outra parte dada por

. 2e N
I; = 7(!41 —uz) Y. (1-T;)
i=1

é refletido de volta. Dessa forma, o fluxo resultante nos guia 1 e 2 sao

R 2e N
I - =Iz:7(#1—#2)zTi-

i=i
Se as probabilidades T; sdo iguais a T, a equagao da corrente em qualquer um dos guias se torna

2 2
I= %NTV, (2.14)

que é conhecida como a férmula de Landauer.

2.3 Ponto quantico

Uma cavidade fechada cujas dimensdes sdo menores que o comprimento de relaxagdo de
fase é chamado bilhar mesoscépico. Este nome é devido ao comportamento balistico (L << I,
sendo L o raio médio da cavidade) das particulas confinadas na cavidade, que interagem umas
com as outras ou com as paredes do sistema. Para que os elétrons ndo sejam localizados na
cavidade, é necessario que o meio condutor seja um bom metal e assim as fungoes de onda dos

elétrons se extendem por todo o bilhar.

O ponto quantico (PQ) se assemelha ao bilhar mesoscopico por possuir uma cavidade.
Porém, essa cavidade é aberta® e o ponto quantico passa a ser definido como um grao metalico

conectado a dois ou mais pontos de contato, pelos quais os elétrons sdao conduzidos[15]. Embora

¢ A cavidade é aberta de forma que permita a entrada e saida de elétrons (se nio houvesse nenhum canal aberto

no ponto quéntico teriamos apenas uma cavidade fechada).
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Figura 10 - Imagens feitas por microscopia eletronica de varredura de a) um ponto quantico com
dois pontos de contato com canais abertos e b) um sistema formado por dois pontos
quanticos conectados. As regides preenchidas com malhas coloridas representam
pontos quanticos distintos e os pontos de contato especificados sdo aqueles com canais
abertos.

Fonte: Figuras a e b retiradas das referéncias 18 e 19, respectivamente.

exista um nimero muito grande de elétrons em um ponto quantico, apenas alguns estdo disponi-
veis para o transporte. Por esse motivo, os pontos quanticos sdo também chamados de dtomos
artificiais[16]. Outros nomes encontrados na literatura sao caixa qudntica e sistemas de dimensdo

nula’[17].

A cavidade (centro de espalhamento) se conecta a dois reservatdrios de elétrons por meio
dos pontos de contato e o transporte ocorre ao se retirar os dois reservatdrios do equilibrio. O
fluxo de elétrons é controlado pela voltagem nos pontos de contato, abrindo ou fechando canais
de transporte. Ao entrar na cavidade, o elétron é espalhado diversas vezes pelas paredes até sair
por qualquer um dos canais de propagacdo. O tempo de permanéncia do elétron no centro de
espalhamento Opermanencia deve ser maior que o tempo erg6ddico® Oergsdico. Com essa condigao,
as propriedades do ponto quéntico sao consideradas universais pois deixam de depender das
caracteristicas microscopicas do PQ. Sistemas mais complexos podem ser montados com pontos
quénticos multi-terminais ou mesmo conectando-se varios pontos quanticos. A Figura 10 mostra
um ponto quantico (a esquerda) e um acoplamento de dois pontos quanticos (a direita), em que

cada ponto quantico é formado por dois PCQs.

2.4  Sumario

Este capitulo abordou os principais sistemas utilizados no estudo de transporte de elétrons
no regime mesoscopico. Discutimos como se da o transporte de elétrons através de pontos de

contato quanticos e como calcular esta corrente, apresentando a quantizacdo da condutéancia,

7 Mais encontrado no idioma inglés (zero-dimensional systems).
8 Tempo ergddico é o tempo minimo que a particula necessita para explorar toda a geometria do sistema (a
cavidade, neste caso).
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fendmeno exclusivo de sistemas que exibem coeréncia de fase. Em seguida, o ponto quantico foi

mostrado como nosso sistema principal, e serd abordado mais a frente nesta dissertagao.

No préximo capitulo o foco sera a teoria de matriz de espalhamento, que nos ajudara no
estudo do ponto quantico ja que facilita o estudo de transporte de elétrons em cavidades abertas.
Mostraremos como ela é construida e como ela pode auxiliar na descrigdo total do transporte de

elétrons em sistemas mesoscopicos.
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3 Matriz de espalhamento

No Capitulo 2, discutimos o transporte de elétrons em um ponto de contato quéntico
e algumas de suas caracteristicas, como modelagem por meio de guias de onda, conceitos de
canais fechados e abertos, quantizagdo de condutancia e, por fim, calculamos a corrente em um
PCQ. Para sistemas mais complexos que envolvem espalhamento, como o ponto quantico (ver
secao 2.3), existe um formalismo simplificado (porém eficiente) para se estudar o transporte de

elétrons em um sistema mesoscopico.

3.1 Histérico

O formalismo da matriz de espalhamento ou matriz S foi introduzido em 1937 com o
objetivo de se estudar o nucleo atomico em situagdes que outros processos além do espalhamento
ndo precisam ser detalhados. A grande vantagem do uso desse formalismo é que, na maioria
das vezes, nao hd necessidade de se obter as fun¢des de onda das particulas ou uma fungdo
de onda que descreve todo o sistema, o que requer muito esfor¢co[20, 21]. No fim da década
de 1960, os processos de espalhamento comegaram a ser estudados no campo de transporte
de elétrons em sistemas unidimensionais[22]. A utilizacdo de matriz de espalhamento para o
transporte de elétrons se tornou bastante ampla e de grande interesse uma década mais tarde, com
alguns trabalhos em condutores desordenados que formam uma base para os trabalhos atuais.

[23, 24, 25, 26, 27]

3.2 Formulacdo da matriz S

Vamos desenvolver a formulagao das matrizes S considerando primeiramente um sistema
simples, constituido de um ponto quantico formado por dois pontos de contato. O modelo
para este sistema é um centro de espalhamento (representando a cavidade do ponto quantico)
conectado a dois reservatoérios termodinamicos de elétrons por meio de dois guias de onda
(representando os pontos de contato e que simplificaremos daqui em diante usando apenas o
termo “guia”) Suponhamos que as voltagens nos contatos sejam controladas de forma que ha

apenas um canal aberto em cada guia e uma pequena diferenga entre os potenciais quimicos dos
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reservatorios de elétrons. Este sistema esta ilustrado na Figura 11.a. Para facilitar, vamos identificar
cada canal de cada guia do ponto quéntico por C, . (canal ¢ do guia g). Com o desequilibrio,
alguns elétrons do reservatdrio mais energético serao transportados para o reservatorio menos
energético, passando pelo centro de espalhamento. Ao ser espalhado, parte da onda do elétron é

refletida e outra é transmitida.

Definimos entdo por a, . (b,,) aamplitude da onda no canal ¢ do guia g antes (depois) dos
espalhamentos ocorrerem. Vamos supor também que o elétron entre no centro de espalhamento
pelo canal C;; (que esta conectado ao reservatorio com maior potencial) de forma que o estado
inicial seja dado amplitude de onda a,;. Apds os espalhamentos, havera duas amplitudes de onda,

uma em cada guia, dadas por

_ 11
by = “rgpxany
_ 21
byy = “hyxay,
em que as constantes &£2r, . e 82t, . sdo os coeficientes de reflexdo do canal ¢; para o canal c,
do mesmo guia g e transmissdo do canal ¢; do guia g; para o canal ¢, do guia g, respectivamente.

Se inicialmente, além da onda no canal C;;, houver uma onda a,; no canal C,1, esta
também sera espalhada e logo apoés distribuida de modo analogo, adicionando-se um termo a

cada amplitude de saida

_ 1l 1,1
by = “rpxag+ ot xay

S
)
|

2,1 2,1
b X ay + 11 X az. (3.1)
Note que a Equacao 3.1 e pode ser escrita através da multiplicacdo de matrizes

b ) [ M M M o B=sA, (3.2)

2,1 2,1
b, tin =1 a,

>

em que S ¢ definido como a matriz de espalhamento de um ponto quéntico de dois guias, cada um
contendo apenas um canal aberto. Se adicionarmos mais um canal a um dos guias (Figura 11.b), o

conjunto de equacodes de distribuicdo de amplitudes se torna

_ o1l 11 11
by = “rpxapn+ o rnaXag+ ot X adyg
_ 12 1,2 1,2
by, = ra X aip+ g X ag + 7l X agg (3.3)
_ 21 21 21
by = faxay+ 7 hyxagp+ 7 xa;.

Além de adicionar mais canais a um dos guias, é possivel adicionar mais guias ao ponto quéntico.
A Figura 11.c mostra um esquema como este, em que foi adicionado um terceiro guia de um tnico
canal ao exemplo anterior, e também sua matriz de espalhamento. A Figura 11.d apresenta uma

adigdo de um guia de trés canais ao ponto quantico representado pela Figura 11.c.

E intuitivo que o nimero de equagdes e de termos em cada uma delas ¢ igual ao nimero

total de canais N = }*; N; de todo o sistema, em que o somatdrio é feito em todos os guias i de
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Figura 11 - Esquema de modelos de pontos quanticos para diversos numeros de canais abertos
para a condugio de elétrons e a forma de suas respectivas matrizes de espalhamento.
Cada canal estd representado por C, ., em que os subscritos g e c representam o guia e
o canal, respectivamente. As cores distintas representam os diferentes guias e as linhas
tracejadas delimitam os blocos de reflexdo dos guias e de transmissao entre dois guias
distintos. Os pontos quanticos apresentados sao os seguintes: a) com dois guias de
canal unico; b) 0o mesmo que a adicionando-se um segundo canal ao primeiro guia; c)
o mesmo que b adicionando-se um terceiro guia de canal tinico e d) o mesmo que ¢
adicionando-se um quarto guia de trés canais.

)
Guias de canal dnico

L1 S| 1 1
C]] S Cz] S — ——_tlLl_:__fz_’l__ — tl tz
’ ’ -\ 2 21 |2 2
tl,l : 21 tl 1%)
Centro de espalhamento

b)

11 11 11l
SR ST I Rt 581 e 1t
Ci1 _1 12 1,2 11,2 _ 1 2
o S Ca,1 S=| My M, oA 24, 2,
2,1 tl 1 2,1 tl 5 1 2,11,-2 1

Guia de dois canais

s Lo 3, 1 1 1
c L2p L2t B2p 1124 L S &
1,1 ~ _ oL 01 o el L Tl _ 2 2 2
Ci2 E S Ca1 S = 21¢ 2,1¢ 1 214 :-Z,lt = 4 v 4
1,1 12, 7y Tl 3 3¢, O
313 304 V317 031, T 1 2 3
ti1 Lo 7l sy

C})]
d) Can
C Cy
4,1 4,3 L1,
1,1 AR ltl 1{2 lt’g
2 2 2
Cia | S Ca S = . . . _ tl 1) J£3
Ci2 ’ . . 3{1 3{2 3t3
4,1 4t1 4JLZ 4t3
tl,l . e
Cs

Fonte: Proprio autor.
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canais N;. Dessa forma, a matriz de espalhamento serda uma matriz quadrada de ordem N x N.
As equagdes para as amplitudes de saida, de uma forma geral, podem ser reescritas de forma mais

compacta como somatério duplo das contribui¢des de cada canal em cada guia por
bai=>. Y “[Slpiagi, (3.4)
B

sendo */[S]z; = *irg; ou *[S]g; = ®itg; se « = B oua # f, respectivamente. E S pode
ser representada também mais compactamente por uma matriz de blocos, conforme mostra a

Figura 11 em cada um dos casos analisados acima. A matriz S compacta generalizada tem a forma

1t1 1t2 . ltN
24 2t ... My

s=| ' N (3:5)
Ntl Ntz e N'CN

Assim, cada bloco representa o conjunto de coeficientes de transmissdo de um guia para outro ou
de reflexdo em determinado guia. Os blocos £t, (g; ¢ o guia de entrada e g, o de saida) e v, sdo

de ordens Ny, x N,, e N, x Ny, respectivamente.

Uma das principais propriedades da matriz de espalhamento é sua unitariedade
S'S=1. (3.6)

A demonstragao disso se encontra no Apéndice A. Essa propriedade é consequéncia da conser-
vagdo de cargas e simultaneamente implica nela, isto é, se S € unitdria entdo ha conservagdo de

cargas € vice-versa.

3.3 Associacdo de centros de espalhamento

Quando um sistema é formado por dois ou mais centros de espalhamento, é possivel
representd-lo por uma tnica matriz de espalhamento. Assim como em dispositivos macrosco-
picos, os centros de espalhamento podem formar um arranjo em série ou paralelo. Entretanto,
a associa¢do de matrizes de espalhamento de cada centro espalhador nao se assemelha com o
calculo da resisténcia ou capacitincia equivalentes' Um esquema de um arranjo de centros de
espalhamento em paralelo é mostrado na Figura 12.a. O arranjo em série ¢ mostrado na Figura 12.b.
Ao se combinar os centros, em qualquer um dos casos, um unico centro de espalhamento efetivo

conectado a dois guias é formado e seu esquema esta na Figura 12.c.

c oA oA . f o —1\!
! Aresisténcia e a capacitancia equivalentes de uma rede em série sio dadaspor R=3;R; e C = (Z o 1) , Tes-

-1
pectivamente, enquanto para uma rede em paralelo sdo dadas por R = (Zi Ri‘l) e C = ) ; C;, respectivamente.
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Figura 12 - Esquema de rede de centros de espalhamento a) em paralelo e b) em série (N; e N/
representam o numero de canais nos respectivos guias conectados nos centros de
espalhamento). ¢) A combinagao resultara em apenas uma matriz de espalhamento S.¢
conectada a guias com Njf e Ny ¢f canais. Ny = ., N; e Ny = 0; N/ na associagao
de rede em paralelo, enquanto N; = Ny € Ny = N1 na associagao de rede em
série.

a) . b)

Nm N,

m

N, N
\5: /)
N; N/

No (St ) Ny

Reservatorio 1
Reservatorio 2
Reservatorio 1
Reservatorio 2

So

Nl,ef N2,ef

Reservatorio 1
CUD
o
o
Reservatorio 2

Fonte: Baseados na Ref. 28.

3.3.1 Associacdo de centros de espalhamento em paralelo

Considerando que cada centro de espalhamento i é representado pela matriz de espalha-

mento

entdo a combinagao de dois centros i e j conectados em paralelo é representada por uma matriz

de espalhamento efetiva S.s dada por[28]

v, o t o
ot ot
_ j
i i
ot ot

e os blocos nulos existem porque considera-se que ndo ha nenhuma interagdo entre guias de

diferentes centros de espalhamento. Pode-se notar que novamente a matriz de espalhamento
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Figura 13 - Ilustracdo de dois centros de espalhamentos conectados em série. Uma das amplitudes
de saida de um centro é a amplitude de entrada do outro e vice versa.

a a as
e < <
b by bs
Fonte: Baseado na Ref. 29.
pode ser reescrita de uma forma mais compacta,
vt
Sef = ,
t v
sendo cada bloco dado por
u, o , ,
u= , comu=rt,t,tt.
0 uj

Para se associar L centros, deve-se:

o Associar o primeiro e o segundo centro;
o Usar a matriz resultante para associar com o terceiro centro;

« Repetir o processo até o L-ésimo centro.

3.3.2 Associacdo de centros de espalhamento em série

A Figura 13 ilustra dois centros de espalhamento que estao conectados em série, e suas
ondas de entrada e saida. Entre os dois centros, a amplitude de saida de um centro é a aplitude
de entrada do outro e vice-versa. Vamos nos basear na referéncia 29 para determinar a matriz

efetiva de uma rede de centros de espalhamento em série.

Em uma conexdo em série de centros de espalhamento, as amplitudes das ondas de saida

e de entrada estao relacionadas por

O B (3.82)
bz a,
2 g ). (3.8b)

b3 as
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A combinagdo das duas matrizes resultara em uma matriz S que fornece a relagao

bl (o8]
bs as
Desenvolvendo a Equagdo 3.8, sdo obtidos os seguintes sistemas de equagoes:

bl =10 + t{az a, = tzbz + t;a:;

bz =t + t{az b3 = tzbz + 'C;Cl3,

) e
IO )

Com essas duas equagdes, é possivel eliminar [a,, b, ] e encontrar by, b3] em fungdo de [ay, 3]

que podem ser reescritas como

o

SR

que fornecera a matriz de espalhamento efetiva. Entao

¢ ¢
S e ! Lo, (3.10)
o Tt ot ( o1 ) (t{ 0 ) o 4

1 o (O )

que resulta em([3, 29]

(3.11)

Sy=S oS, = ( t + et/ (1-t,) tt/(1-tlr,) ) |

tHt/(1-ty) th+ bt /(1-ty)

Esta é uma equagao para se combinar dois centros de espalhamento dois a dois e, por associagao
iterativa, é possivel combinar L centros de espalhamentos. Se o sistema contiver n centros de
espalhamento, o processo deve ser repetido até ndo haver centros restantes. Com calculos mais
minuciosos, a seguinte equagao para a combinacgao de centros de espalhamento trés a trés foi
desenvolvida[30] no caso especial em que os centros das extremidades correspondiam a barreiras

de tunelamento (guias ndo ideais):
See=T +T'[(1-S,R)']S,T, (3.12)

sendo

Essa equagdo foi generalizada para trés centros de espalhamento quaisquer. Esse tipo de combina-
¢do se mostra no ponto de vista computacional mais eficiente do que a combinagdo dois a dois

quando o numero de canais de cada guia é N < 5[28].
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3.4 Sumario

Neste capitulo vimos como a teoria de matrizes de espalhamento se desenvolveu e como
ela é construida. Mostramos também que a matriz de espalhamento fornece todas as informagoes
necessarias para descrever o transporte de elétrons por meio de probabilidades de transmissédo e
reflexao, obtidas pela distribuicdo de amplitudes de onda entre os canais e guias de um ponto
quantico. Em seguida, demonstrou-se as equagdes para uma matriz de espalhamento efetiva
resultante da associagdo de varios centros de espalhamento, tanto quando elas sdo conectadas em

série quanto em paralelo.

O proximo capitulo abordara a teoria de matrizes aleatorias, que nos ajudara a descrever
o transporte de elétrons em pontos quanticos cadticos, mostrando as diferentes simetrias das

matrizes de espalhamento representando os ensembles de Wigner-Dyson.
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4 Teoria de matrizes aleatorias

A Teoria de matrizes aleatdrias (TMA) tem sido amplamente utilizada nos tltimos anos[31]
para a descricao de sistemas que possuem propriedades universais. Propriedades universais sdo as
que ndo dependem de caracteristicas particulares de cada sistema em um mesmo ensemble([32]. O
ponto quantico possui propriedades universais, pois dois pontos quanticos quaisquer nao sao idén-
ticos e ainda assim podem compartilhar algumas caracteristicas. Exemplos dessas caracteristicas
universais sdo as simetrias de reversdo temporal e invariancia sob rota¢ao de spin (ver se¢do 4.2).
Essas simetrias dos pontos quanticos determinam a forma das matrizes de espalhamento que os

descrevem.

Embora no interior da cavidade o elétron possua dindmica balistica, ele interage com as
paredes do ponto quantico que, a nivel microscépico, possui uma geometria bastante irregular.
Dessa forma, o elétron sofre um conjunto de espalhamentos irreprodutiveis e incontrolaveis,
das quais sua dinamica é bastante sensivel. Por este motivo, o ponto quantico é considerado um
sistema quantico caético’. A Figura 14 ilustra dois sistemas, um com dinamica cldssica regular
e o outro com dinamica cadtica. Na realidade, o caos em mecéinica quéntica pode ser definido
através da distribuicdo dos espagamentos de niveis[33]. A modelagem do ponto caético pode ser
feita utilizando-se a TMA[34].

4.1 Histérico

O uso de matrizes aleatdrias se deu no fim da década de 1920[35] na matematica. A
teoria de matrizes aleatdrias se desenvolveu e teve seu uso ampliado algumas décadas mais
tarde, apos sua aplicagdo em fisica de colisdes pelo fisico matematico Eugene Wigner[36, 37, 38].
Os seus trabalhos resultaram no prémio Nobel de 1963[39]. Na década de 1960, a teoria foi
solidificada quando Dyson classificou em um conjunto de publica¢des[40, 41, 42, 43, 44] as
matrizes aleatérias dentro de trés categorias de acordo com suas simetrias. Na década de 1980,

a TMA foi aplicada ao caos quéntico do bilhar de Sinai[45]. A partir de entdo, a TMA tem

! Hé muitas formas de definir o caos quéntico, mas uma defini¢do bem aceita é de que um sistema quantico é

caotico quando seu analogo classico é cadtico.
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Figura 14 - Ilustracao de a) um sistema regular, sem caos, e b) um sistema cadtico. Duas particulas
(esferas em azul e vermelho) se movem no sentido da esquerda para a direita sofrendo
reflexdes nas paredes tracejadas. Apos a adi¢ao de falhas, o nimero de graus de
liberdade aumenta e a dindmica se torna muito sensivel as condi¢des iniciais. A
distancia entre as particulas deixa de ter uma rela¢ao linear com o tempo, aumentando
exponencialmente a uma taxa A, conhecido como expoente de Lyapunov.

9]
L. R
00 2 2 —
’ ] doct
b)
L. IR
[
9 ] ] ] QJ ’ doceALt
o0 -} [j
)

Fonte: Proprio autor.

sido aplicada em diversas areas, incluindo pesquisas em condutividade de metais desordenados,

gravidade quantica, cromodinamica quantica e teoria das cordas[46].

Dyson classificou matrizes aleatorias quanto as simetrias que existem no sistema e quanto
ao formalismo empregado. O ensemble que utilizado no formalismo das matrizes de espalhamento
¢ o ensemble circular. A seguir hd uma breve revisao sobre este ensemble considerando as simetrias

de reversao temporal e invaridncia sob rotagdo de spin.

4.2 Simetria de reversdo temporal

Reversao temporal, na fisica classica, pode ser definido através do seguinte conjunto de

transformacgoes:

V>V, p—>-p, J—o-] e A--A, (4.1)
em que , p, ] e A representam a velocidade, o momento linear, 0 momento angular e o vetor
potencial eletromagnético. As coordenadas de posi¢ao e energias permanecem inalteradas[47]. Em
mecanica quantica é similar, porém o formalismo de operadores é adotado conforme mostraremos

abaixo baseando-se na Ref. 46.
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Definindo o operador de reversao temporal

A

T=KC,

em que K é um operador unitério e € toma o conjugado do que lhe sucede, entio a funcio de

onda sob reversao temporal é dada por
PR = TY = Ky~ (4.2)
A seguinte condigao ¢ necessaria para que haja simetria de reversdo temporal (SRT):
(PIA|D) = (OFAT¥E), (43)

sendo AR o operador sob transformacio de reversio temporal. Através da Equacio 4.2 e da

Equagéo 4.3 demonstra-se que
AR = KATK, (4.4)

AT sendo a transposta do operador A na forma matricial e K-! é o inverso da matriz que representa
K. Um sistema fisico é invariante sob reversao temporal se a transformacéo de reversdo temporal

nao altera sua hamiltoniana, ou seja,

A A

H® = H.

Um operador invariante sob a transformagdo T é chamado autodual.

Qualquer sistema deve ser invariante sob uma aplica¢do dupla de transformagio de

reversao temporal, fornecendo
T2 = KC(KC) = KK* = a, la| =1, (4.5)
sendo 1 o operador identidade. Como K ¢ unitario, entio

KK* = aK'K* = K=aK"
K=a(aK")" = a’K = «a =<1 (4.6)

Dessa forma, a matriz K pode ser simétrica
KK* =1 (4.7)
(aplicado a bosons) ou antissimétrica (aplicado a férmions)

A

KK* = -1. (4.8)

> Um operador K é dito unitério se K" = K == K'K = I. Aplicando-se a transposta nos dois lados dessa

expressio, obtém-se K'K* = I (consequéncia da unitariedade de K).
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4.3 Ensemble circular e ntcleo de Poison

Dyson introduziu[40] o chamado ensemble circular que é o conjunto de matrizes S

uniformemente distribuidas sobre um grupo unitario ¢, ou seja,

P(S) = constante, (4.9)

que resulta também em uma média nula, (S) = S = 0. Uma matriz unitdria qualquer pode ser
construida[34] através da parametrizagdo

v 0 (—\/I—T VT ) v; 0

S = , (4.10)

VToV1-1

sendo 7 uma matriz diagonal N x N contendo os autovalores 7; (i = 1,2,...,N)deSev; (j =

0 v, 0 v,

1,2,3,4) sdo matrizes unitarias arbitrarias de ordem N x N. Se ha simetria de reversdao temporal,
necessariamente v; = v e v4 = v]. Se ha simetria de reversdo temporal e ndo ha invariancia sob
rotagdo de spin, as matrizes v; se tornam quatérnions auto-duais de ordem 2N x 2N ev; = v, e
V4 = 1_/2.

Mello, Pereyra e Seligman generalizaram o ensemble circular[48] de forma que S # o, isto
é, a distribuicdo P(S) ndo é mais uniforme. Neste caso, a nova distribuicdo é dada pelo nucleo de

Poison[49]
P(S) oc | det(I - STS)[PCN-12/B), (4.11)

em que f3 ¢ o indice de simetria, também chamado indice de Dyson, que assume os valores
B =1quando ha SRT e IRS, 8 = 2 quando ha quebra da SRT e § = 4 quando hé SRT sem IRS.
A Equacio 4.9 é um caso particular da Equacio 4.11 e é obtida através dela quando S = 0. O
ensemble circular ¢ utilizado quando o sistema ¢ formado por guias ideais. A situagdo de juncdes

de tunelamento é estudada através do nucleo de Poison por ser mais geral[50].

Existem trés classes de matrizes pertencentes ao ensemble circular, chamadas classes de
universalidade, cada uma correspondendo a uma determinada simetria . Cada classe determina
também a simetria e o nimero de graus de liberdade de cada matriz Ug pertencente a ela. As

classes sdao: ortogonal (8 = 1), unitaria (8 = 2) e simplética (8 = 4).

A Equagdo 4.10 gera uma matriz unitaria com autovalores determinados. Entretanto,
muitas vezes se deseja gerar matrizes aleatdrias com distruibui¢ao uniforme (Equagio 4.9) para

que se determine a distribui¢ao de autovalores.

a) Ensemble circular unitario (ECU, 3 = 2) - A tinica imposi¢ao que ha para as matrizes é a

unitariedade,

0,0 =1 = Ul =TU;" (4.12)
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b)

c)

Como visto na se¢do 3.2, a pertinéncia da matriz de espalhamento S a este ensemble implica
em conservagao de cargas em um ponto quantico e ¢ utilizada quando nao ha SRT. Essa
quebra de simetria pode ser gerada, por exemplo, aplicando-se um campo magnético. Isso
acontece porque, quando o elétron se desloca no sentido oposto (ver Equagio 4.1), a matriz

de espalhamento que descreve a distribui¢ao de amplitudes nao é mais a mesmas3

Ensemble circular ortogonal (ECO, 8 = 1) - Quando ha simetrias de reversdo temporal e
de invariancia sob rotagdo de spin, a matriz deve ser unitaria e simétrica (ver Equac¢ao 4.7).
As matrizes pertencentes a esta classe sdo, além de unitarias, simétricas. Uma matriz si-
métrica unitaria pode ser construida através de uma matriz pertencente ao ECU ao se

fazer
[Ul = IUEUZ (413)

Sendo o campo magnético ausente, ¥*(—¢) é também uma solugao da equagio de Schro-
dinger. Isso determina a SRT do sistema. No formalismo de matrizes de espalhamento, isso

equivale a seguinte transformagao invariante da Equagao 3.2
A* = SrevB* = Srev =S. (414)

Para que a condi¢do de unitariedade da matriz de espalhamento seja mantida, ST = S. Entao,
quando ha invaridncia sob reversdo temporal, a matriz de espalhamento é pertencente a

esta classe4.

Ensemble circular simplético (ECS), 8 = 4 - As matrizes desta classe sao também obtidas

através de uma matriz pertencente ao ECU
Uy = T30, (4.15)

em que UX é uma matriz autodual dada pela Equagio 4.4 €5

=
Il

0
0
1 = eInxnNs (4.16)
0

1
0
0
0

INx2N
em que e, ¢ a segunda unidade quaternidnica. Neste caso, U, ¢ uma matriz de quatérnions
reais. O motivo pelo qual a matriz de espalhamento deve pertencer a esta classe quando
ndo ha IRS (quando ha presenca de interagdes spin-orbita), sendo, portanto, a Equa¢ao 4.8

valida, é a degeneracao de Kramer.

3 Nafisica classica, a componente B, do campo magnético perpendicular a velocidade v do elétron exerce uma
forga sobre o mesmo. O sentido dessa for¢a, por sua vez, depende do sentido da velocidade. Portanto, ao se fazer
a transformagdo ¥ — ¥, o elétron percorreria uma trajetéria diferente.

4 Somente quando hd também invariancia sob rotagdo de spin. Ha uma classe especial para o caso em que ha
simetria sob rotag¢do de spin chamada classe simplética.

> Aqui se usa uma notagio diferenciada, considerando é, uma quantidade escalar e multiplicando-a pela matriz
identidade, ndo sendo uma multiplicagdo usual de matrizes.
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Tabela 1 - Classes de Wigner-Dyson para o
ensemble circular

Classe B SRT IRS

Unitdria 2 Nao Sim ou nao (indiferente)

Ortogonal 1 Sim Sim

Simplética 4  Sim Nio

Fonte: Construida com base na Ref. 15.

A Tabela 1 mostra, de forma simplificada, as classes de Wigner-Dyson de acordo com a

existéncia de simetrias de reversao temporal e de rotagdo de spin.

4.4 Sumario

Neste capitulo foi feito uma abordagem acerca da teoria de matrizes aleatérias, apresen-
tando suas aplicagdes, como se desenvolveu e como pode ser aplicada a pontos quanticos caoticos.
Vimos também as simetrias de reversao temporal e invariancia sob rotacao de spin e as classes

das matrizes utilizadas em cada caso.

No préoximo capitulo apresentaremos um efeito quantico muito importante para aplicagdes

em tecnologias inovadoras: o emaranhamento.
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5 Emaranhamento

Reservaremos este capitulo para uma das propriedades quanticas mais interessantes: o
emaranhamento quantico. O emaranhamento é descrito somente no formalismo quantico e ndo
existe nenhuma caracteristica analoga nas teorias classicas. Na se¢do 5.1 ha um resumo contendo

os primeiros trabalhos sobre emaranhamento até o momento de sua consolidagao.

5.1 Histoérico

Em 1935, Einstein e colaboradores publicaram[51] um questionamento sobre a descri¢cao
da realidade fisica pela mecénica quéntica, chamado Paradoxo EPR. A seguinte defini¢ao’ foi
introduzida:

Se, sem perturbar de alguma forma o sistema, pudermos prever com certeza
(isto ¢é, com probabilidade igual & unidade) o valor de uma quantidade fisica,
entdo ha um elemento da realidade fisica que corresponde a esta quantidade
fisica.

Segundo o principio de incerteza de Heinsenberg, se duas quantidades fisicas sdo representadas
por operadores que ndo comutam entre si, entdo seus valores nao podem ser simultaneamente
conhecidos de forma precisa. Einstein et al. utilizaram esse principio para mostrar que (1) a
descrigdo da realidade dada pela fun¢ao de onda na mecénica quantica nao é completa ou (2)
essas duas quantidades nao podem ter realidade simultaneamente. Através de um experimento
imaginario, se (1) é falso entdo (2) também ¢, restando apenas a alternativa (1) verdadeira e (2)

falsa, ou seja, a descri¢ao pela fun¢do de onda estava incompleta.

No mesmo ano, Schrodinger publicou[s52] um artigo em resposta ao paradoxo EPR,
empregando o uso da palavra emaranhamento. Neste artigo, Schrodinger mostrou que se duas
particular interagirem, mesmo apos elas se separarem nao é possivel descrevé-las individualmente.
Neste caso, uma fun¢ao de onda representara o sistema como todo. Para quebrar o emaranhamento

do sistema ¢ necessdrio realizar uma medigdo em uma das particulas®. Mas Schrodinger ainda

' Traduzida do referente artigo pelo autor deste trabalho.

O experimento s precisa ser feito em uma das particulas e a quantidade fisica respectiva da segunda particula
pode ser inferida. Até mesmo Schrédinger se impressionou com esta caracteristica quantica, chamando-a de
sinistra.

2
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estava insatisfeito ja que esse efeito parecia violar o limite de velocidade, dado pela teoria da

relatividade, na transmissdo de informagdo de uma particula para outra[s3].

Para explicar a existéncia de uma correlagdo ndo-local entre dois subsistemas, muitos
acreditavam na existéncia de parametros ou variaveis ocultas criadas no momento de interagdo
ou criagdo dos subsistemas. Essas varidveis ocultas eram uma espécie de DNA e determinariam o
comportamento dos subsistemas, mantendo a realidade fisica definida por Einstein et al. Desta
forma, qualquer subsistema deveria possuir propriedades bem definidas antes da medi¢ao mesmo
que fossem desconhecidas pelo homem, assim como as variaveis ocultas. Realmente isso explicaria

como as particulas pudessem ser correlacionadas.

Na década de 1960, John Bell demonstrou[54] que uma teoria baseada nesta afirmagao
deveria obedecer uma desigualdade probabilistica, conhecida como desigualdade de Bell. Uma
vez que a mecanica quantica viola essa desigualdade, entdo ela ndo pode ser uma teoria local e
realista, como afirmado por Einstein. Apds a desigualdade de Bell ser generalizada[ss], ela foi
comprovada experimentalmente[56] pela primeira vez em 1982 através de medidas de polarizacido
em pares de fétons emaranhados. As pesquisas foram aperfeicoadas para comprovar a existéncia
de correlagdes quanticas nao-locais (ou seja, independente da distancia entre os sistemas). Como
exemplo, temos um experimento realizado em 2008, que relatou o emaranhamento em uma

distdncia de aproximadamente 18 km(s57].

5.2 Emaranhamento de qubits

Como vimos na se¢ao 5.1, 0 emaranhamento ¢ uma propriedade descrita apenas com o
uso de mecanica quantica. Por defini¢do, um par de sistemas nao esta emaranhado quando é
possivel representar cada sistema por uma func¢ao de onda separadamente. Dessa forma, o par
emaranhado s6 pode ser representado por uma tnica fun¢ao de onda nao fatoravel. O sistema
emaranhado mais simples é o par de qubits? ou bit quantico[58]. O qubit é um sistema quéntico de
dois niveis e foi introduzido pela primeira vez em 1983[59] mas o termo s6 foi criado em 1995[60].
O par de particulas de spin semi-inteiro (dois elétrons, por exemplo) formam o par de qubits

mais conhecido e seu estado é dado por

W) = al 14) + 6] I1), (5.1)

em que | 1) e | |) formam a base de um qubit e representam estados com spins em direcdes
opostas. Se a = % eb= —%, o estado é chamado singleto. Nao existe uma forma de representar
esse estado como um produto de estados de cada particula (por isso o estado é dito emaranhado).

Vamos agora ver a consequéncia disso. Temos:

3 Nao se deve confundir bit e qubit. A origem da palavra qubit é inglesa, abreviagdo da expressdo quantum bit. O
bit é um valor bindrio, ou seja, s6 pode ter dois valores (o ou 1, por exemplo). O qubit é uma superposicio de
dois estados, e cada estado pode ser representado por um bit.
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« A probabilidade de se obter o valor 3/ ao realizar medida de spin na primeira particula ou

—1h ao realizar na segunda particula é |a|%

« A probabilidade de se obter o valor —17 ao realizar medida de spin na primeira particula

ou +3/ ao realizar na segunda particula ¢ |b]2.

Entretanto, uma vez que uma medida foi feita, obtendo-se o spin de uma das particulas, é possivel

inferir o spin da outra com total certeza. Vamos analisar este fato com um exemplo imaginario.

Consideremos, por exemplo, um conjunto com mil pares de elétrons. Os elétrons de cada
par se interagiram em algum momento de forma que o par é representado pela fun¢ao de onda
dada na Equagdo s5.1. Para cada par, uma medida de spin ¢ realizada no primeiro elétron e, logo em
seguida, outra medida é feita no segundo. Separemos o conjunto contendo os pares cujas medidas
no primeiro elétron forneceram spin com valor 3% e suponhamos que isso tenha ocorrido em
70% dos casos. O resultado das medidas nos segundos elétrons fornecerao, em 100% dos casos, o

valor — % h.

Se a ordem de medida for invertida, realizando a primeiramente no segundo elétron, o
mesmo efeito acontece. Dessa vez, determina-se com total certeza o valor do spin do primeiro
elétron apods se conhecer o spin do segundo. Portanto, hda uma correlagao entre os spins dos
elétrons. Poderfamos pensar que, no momento da primeira medida de spin (no primeiro elétron),
alguma informacao pudesse ser transportada para o segundo elétron definindo assim o spin
que ele deveria ter. Entretanto, esse resultado é independente da distancia dos dois elétrons e a
correlagdo é nao-local. Isso ocorre porque o sistema é descrito como um todo por uma tnica
fun¢ao de onda. Quando a medida ¢ realizada, a fun¢do de onda colapsa para um estado sem

superposi¢ao contendo as informagdes sobre os spins das duas particulas simultaneamente.

5.3 Grau de emaranhamento

Embora ja tenhamos determinado quando um sistema ¢ ou nao emaranhado, é possivel
ainda que dois sistemas emaranhados possuam graus diferentes de emaranhamento. No exemplo
de qubit dado na secdo 5.2, ao se fazer b = 0, obtemos estado |¥) = | 1), que é separdvel e,
portanto, ndo emaranhado. Dessa forma, o emaranhamento depende dos valores de a e b. O que
ocorre entdo se esses valores variarem de forma continua entre 0 e 1, respeitando-se a condigdo
la|? +|b]> = 12 A resposta é que o emaranhamento entre as duas particulas aumenta ou diminui.
De fato, o emaranhamento é maximo para o estado singleto e diminui a medida que um dos

valores, a ou b se aproxima de 0, até se tornar um estado ndo emaranhado neste limite[58].

Algumas quantidades foram propostas para mensurar o grau de emaranhamento de um

sistema, e agora veremos algumas delas.
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5.3.1 Estados mistos e puros

Para introduzir os quantificadores de emaranhamento é importante apresentar as defini-
¢oes de estados puros e mistos. Estados puros sio aqueles que podem ser representados por um
vetor

|®) = Z ciloi). (5.2)

i
Assim, ha uma probabilidade |c;|* de se encontrar o sistema no subestado ¢; e o conjunto dos ¢;’s
formam uma base ortogonal. Estados mistos formam um ensemble com varios estados dados por
|®;) que ocorrem com probabilidade p;. Neste caso, o estado ndo pode ser escrito simplesmente
como na Equacgio 5.2 e os estados |®;) ndo precisam ser ortogonais. O operador densidade é

apropriado para representar tanto estados puros quanto mistos e pode ser escrito como[61]

N
p= ;p,-ycb,-)(@,-L (5.3)

A defini¢do de emaranhamento para estados mistos difere um pouco do que vimos para estados
puros. Dizemos que um sistema formado por m estados e constituido por n subsistemas represen-
tados por p; é separdvel e, consequentemente, ndo-emaranhado, quando € possivel representar

seu operador densidade por

p=>pi(pi®pi®--®p,). (5.4)

i

5.3.2 Entropia de von Neumann

Vamos agora apresentar a entropia de von Neumann ou entropia de emaranhamento.
Seja um sistema contendo duas partes A e B (A e B podem ser particulas ou subsistemas, por

exemplo). Um estado puro desse sistema pode ser escrito por

n

W) =) cilol) ®|¢7F), (5.5)

i=1

em que {|¢2) ..., [¢4)} e {|$pB) ..., |¢E) } formam selecdes de bases ortonormais de cada sistema,
respectivamente e ¢; sio coeficientes positivos que devem satisfazer }."_, |¢;|> = 1. A entropia de

von Neumann ¢é definida por[62]

E(Y) = -Tra(plog, p) = ~Trz(plog, p) = - ) _|cif*log, |cif’, (5.6)

=1
em que p, e pp sdo os operadores densidade dos subsistemas A e B e os tragos sdo tomados
parcialmente sobre o subsistema A ou B. O valor minimo de E(¥') é 0 e corresponde um estado
fatoravel e seu valor méximo ¢ log, n quando o estado estd maximamente emaranhado (nesta

situagdo, o estado possui n termos de iguais probabilidades, ie., ¢;’s iguais)[63].
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Figura 15 — Gréfico da entropia de von Neumann em fun¢do do mddulo de uma das amplitudes
do par de qubits.
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Fonte: Proprio autor.

Como exemplo, tomemos o estado do par de qubits dado por Equacao 5.1. A Equagao 5.6

juntamente com a condigdo |a|* + |b|> = 1 fornece
E(¥) = —|al*log, |al* - (1-|al*) log,(1 - [a[*),

cujo grafico se encontra na Figura 15. Os casosa =0 = b =1ea =1 = b = 0 retornam um

estado separavel, confirmado pelo valor nulo da entropia de von Neumann. O emaranhamento ¢

1

méximo quando |a|* = ; e a entropia de von Neumann ¢ igual a 1. Um exemplo dessa situagao é

1
a = —b = —, resultando no estado le4), em que

o) = % (1) +] 1)), (57)
1 .

ea) = i (11 - 110), (58)

|e3>=%i<m>+m>>, (5.9)

lea) = — (111) - 1)), (510)

V2

sdao conhecidos como estados de Bell[63].

5.3.3 Emaranhamento de formacio

A entropia de von Neumann funciona muito bem para quantificar emaranhamento de

estados puros. Para estados mistos, entretanto, a entropia de emaranhamento pode ser positiva
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para cada subsistema mesmo que nao haja emaranhamento. Neste caso, continuando com o
exemplo de Alice e Bob mostrado na Ref. 62, vamos mostrar o quantificador que resolve este

problema.

Supondo que Alice e Bob querem criar n copias de um estado misto p. Eles possuem a
disposi¢ao muitos estados singletos, Alice tomando a parte A, e Bob tomando a parte B. Quantos
singletos eles precisam usar para criar cada cépia do estado p? De acordo com a Equagdo 5.3,
paracadai=1,2,...,N eles criam np; cdpias do estado puro |®); e, para isso, usam np,E(®D;)
estados singletos. Apos terminar, eles terao criado um total de n estados puros que fazem parte
de um ensemble. Entdo, suponhamos que todos os meios que possam indica-los qual indice
i estd associado com cada par. Desta forma, cada par pode pertencer a um estado (®;) com
probabilidade p;, ou seja, os pares estdo em um estado misto p. No final, eles usaram a seguinte

quantidade de estados singletos

N
m=n ZpiE(CDi). (5.11)
i=1

Mas n depende da decomposi¢do de p. Dessa forma, para a defini¢do de emaranhamento de

formagdo, a decomposicao de p é escolhida de forma que minimize a entropia, ou seja,

N
Ef(p) = min ZpiE(CDi), (5.12)
i-1

sendo, portanto, uma extensao da entropia de von Neumann para N > 1.

5.4 Concorréncia

Em 1997, Wootters definiu[58] a fun¢do concorréncia por

, (5.13)

que quantifica o emaranhamento do par de qubits, em que a operagio spin-flip+ é dada por

|\i]> = (Uy ® 0y)|\P*>’ (5.14)

0 i
0y=( l, Ol ) (5.15)

a segunda matriz de Pauli e |¥*) o complexo conjugado de |¥) na base {| 11),] 11),] {1),| L)}

sendo

A transformagao spin-flip em um estado emaranhado, resultara no mesmo estado a menos de um

sinal negativo, de forma que a Equacéo 5.13 fornece C =1 para o estado singleto, por exemplo. A

4 A operagio spin-flip aplicado a um estado puro retorna o estado de cada qubit ao seu estado ortogonal.
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aplicacdo em um estado separdvel, como |¥) = | 11), retorna um estado ortogonal resultando em
C=0.

Se um estado puro de um sistema bindrio for escrito na base formada pelos estados de

Bell (ver Equagdo 5.7) por |¥) = ¥, a;e;), alguns passos fornecem

e[z

A concorréncia varia continuamente entre 0 (estado separavel) e 1 (estado maximamente emara-

. (5.16)

nhado) e é monotonicamente relacionada com o emaranhamento de formagao[64] por

Ef(C)Zh(#), (5-17)
h(x) = -xlog,x - (1-x)log,(1-x). (5.18)

Vamos calcular a concorréncia do par de qubits em dois estados diferentes: no estado
singleto e em um estado separavel. O estado singleto é dado por |¥) = |e;). Entdo C = [1>+ 02+ 02+
02| = 1, como era esperado, ja que este estado é maximamente emaranhado. Na verdade, qualquer
estado de Bell possui este mesmo valor de concorréncia. Vamos escrever agora o estado separavel
|¥) = | 11) na base |e;). Os coeficientes «; sdo obtidos por a; = (e;|¥). Assim, ¥ = |e;) — i|e,). A

concorréncia é, entdo, C = |12 + (-i)? + 02 + 0%| = 0.

5.5 Emaranhamento em pontos quanticos

O interesse por emaranhamento cresceu bastante nos tltimos anos devido a diversas
aplicacoes tecnologicas. Algumas dessas aplicagdes sdo informagao e computagdo quantica[6s,
66] e criptografia quantica[67, 68]. A pesquisa de emaranhamento aplicado a fisica do estado
solido também ¢ crescente[69, 70]. O uso de pontos quanticos como emaranhadores de elétrons

foi recentemente proposto em 2003 por Beenakker et al.[71] e desde entdo tem sido bastante

empregado(72, 73, 74, 75].

No caso especial de um ponto quantico com dois guias de dois canais cada, o estado |¥)
pode ser escrito como uma combinagéo linar de subestados |y) = |my;, my,, m,;, my,), em que o
par (i, j) representa o canal j do guia i e m;; s6 pode compreender dois valoress, 0 ou 1, indicando,

respectivamente, a auséncia ou a existéncia de um elétron no respectivo canal[73].

Alternativamente, poderiamos representar esses estados com respeito a ocupagdo de
elétrons em cada guia, com uma representagdo da forma |ny, n,), onde n; é o nimero de elétrons
no guia i. Sendo assim, o estado de dois elétrons no guialé |2,0) = [1,1,0, 0), representando um

estado separavel de dois guias, pois |2,0) = |1,1)|0,0). O mesmo ocorre para o estado de dois

> No méximo um elétron pode ocupar cada canal devido ao principio de exclusao de Pauli.
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elétrons no guia 2, |0,2) =10,0,1,1) = |0, 0)|1,1). No entanto, para o estado de um elétron em cada
guia temos
IL,1) = ay]1,0,1,0) + a1, 0,0,1) + 3]0, 1, 1, 0) + [0, 1,0, 1),

o que gera um possivel estado emaranhado de dois qubits, visto que podemos mapear os estados

de cada um dos guias nos estado de spin 1/2 da seguinte forma:
[1,0) =[1)e[0,1) =[1).

Por isso, podemos interpretar que nesse caso cada guia desempenha o papel andlogo ao de um
orbital atdmico, pois é possivel representar a ocupagdo de cada canal como sendo um estado de

projec¢do z do spin do elétron, o que justifica o emprego da denominagao emaranhamento orbital.

Podemos considerar uma situagdo fisica em que dois elétrons estdo no guia 1 antes do
espalhamento. Sendo assim, definimos o estado de entrada como |¥)cntraga = |2, 0)e. O ponto
quéntico atuara como um misturador de estados, causando um possivel emaranhamento orbital,
pois o estado apds o espalhamento mais geral é |¥)sida = 02,0[2, 0)s + 202]0, 2)s + 111, 1)s. Nesse

caso, Beenakker et al. demonstraram[71] que a concorréncia do estado |1,1) é

2\/(1 -1)n(l-1)1,

C= (5.19)
T+ T, — 21T
em que T; e T, sd0 os autovalores de transmissdo® do ponto quantico. O denominador
N=n+1-211, (5.20)

¢ definido como a norma quadrada N = |(1,1/W,4.)|* € representa a probabilidade de ocorrer
um estado com possibilidade de emaranhamento. De forma simplificada, o estado |1,1) com
probabilidade de ocorrer /' é emaranhado se seu desenvolvimento na base descrita acima possuir
mais de um termo. Se o estado é emaranhado, entdo este emaranhamento ¢ avaliado de acordo

com a Equagdo 5.19.

O fato de 1y e 7, variarem entre 0 e 1 implica em uma constri¢ao que envolve a norma

quadrada e a concorréncia, dada por|[75]

N1+C)<1. (5.21)

A produgido de emaranhamento se torna mais eficiente 8 medida que ambas a concor-
réncia e a norma quadrada aumentam. Por outro lado, situagdes de alto emaranhamento e baixa
probabilidade de ocorréncia ou vice-versa nao representam uma produgio eficiente de emaranha-
mento. Para melhor avaliar essa eficiéncia, uma nova quantidade chamada fator de produgio de

emaranhamento foi definida como

I/IENCZZ\/(l—Tl)Tl(I—Tz)Tz. (5-22)

Portanto, a condi¢do # — 0 representa estados minimamente emaranhados ou que ocorrem

raramente, enquanto a eficiéncia na produ¢ao de emaranhamento aumenta com 7.

¢ Autovalores da matriz t't, em que t ¢ o bloco de transmissdo da matriz de espalhamento.
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6 Simulacdo computacional

Neste capitulo apresentaremos a metodologia utilizada para realizar simula¢do computa-
cional em um ponto quantico caético contendo dois guias de dois canais, conforme ilustrado na
Figura 16. O objetivo da simulag¢do é o estudo da produgdo do emaranhamento orbital abordado
na secdo 5.5. Todos os trés casos de simetria serdo considerados. Alguns dos resultados para 8 =1

e 3 = 2 sdo reprodugdes daqueles obtidos originalmente nas Ref. 73 e 75.

Figura 16 - Ilustragao de um ponto quantico contendo dois guias. Cada guia i possui dois canais
e uma probabilidades de reflexao representada por opacidade y;.

Cavidade

Guia 1 Guia 2

Canal 1 Canal 1
Canal 2 Canal 2
Opacidade y; Opacidade y»

Fonte: Baseado na Ref. 73.

6.1 Metodologia

A primeira etapa consiste em determinar as matrizes de espalhamento do sistema. Neste
trabalho, os pontos quanticos foram considerados com guias ideais e ndo-ideais. Os guias nao-
ideais possuem uma barreira e a probabilidade de um elétron ser transmitido por ela é representado
por I' e denomina-se a transparéncia do guia. Encontra-se também na literatura um parametro
que caracteriza a dificuldade em um elétron ser transmitido pela barreira, chamada opacidade e

dada por y = /1 -T. Entéo, y? representa a probabilidade de reflexdo em determinado canal.

Vamos montar as matrizes de espalhamento S, e S, referentes as barreiras nos guias 1 e 2.
Como a transmitancia da barreira é invariante a mudanca de sentido dos elétrons, S; deve ser

simétrica (I =1, 2). Entdo, os elementos da matriz devem ser dados pelos coeficientes reflexdo em
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sua diagonal principal e pelos coeficientes de transmissdo em sua diagonal secundaria.

S, = ril, t1, ’ (61)

tl, il
sendo I, a matriz identidade de ordem 2. O coeficiente de reflexdo é determinado através de:
|ri|> = > = r; = e'?y. J4 o coeficiente de transmissdo é obtido por: |#|> =1- | = ¢, =
e’? M Ao substituir os coeficientes na Equagio 6.1 e aplicando a condi¢ao de unitariedade
da matriz de espalhamento, determina-se que 6 — ¢ = 7. Um par que atende a essa condigao ¢

¢ =7 e 6 =0. Assim, obtém-se

S, = l)/Iz \/ 1- y212 (6 2)
: \/ 1- )/212 1)/12 ’ .

A segunda etapa é gerar uma matriz de espalhamento S referente a cavidade utilizando o
algoritmo detalhado na Ref. 76. Essa matriz deve satisfazer as condigdes de simetria estabelecidas
na secao 4.3. Apos a construgao das matrizes de espalhamento, a Equa¢ao 3.12 pode ser utilizada

para associar as matrizes em uma Unica matriz S que representa todo o sistema.

Na terceira etapa, os autovalores de transmissdo 7, e 7, sao computados através do bloco
de transmissao da matriz S. Com os autovalores, é possivel determinar entdo a concorrénciaC e a
norma quadrada V. Para a andlise estatistica, geram-se diversas matrizes Sy aleatérias, repetindo-
se o calculo de C, NV e 1. Qualquer grandeza que dependa dos autovalores de transmissdo pode

ser estudada em fun¢ao das opacidades que sao pre-estabelecidas.

6.2 Resultados

Esta secao ¢ dedicada aos resultados obtidos com a metodologia apresentada na se¢dao

anterior. Para isso, ela sera decomposta deste modo:

6.2.1 Contatos com opacidades arbitrarias

Uma primeira avalia¢do da produgdo de emaranhamento no ponto quéntico pode ser
feito variando-se as opacidades dos dois guias. A simulagao foi realizada diversas vezes para cada

par (y1,y,), das quais foi extraida uma média de C e \V. Todas as trés simetrias foram verificadas.

A Figura 17 mostra (C) em fungéo das opacidades para os trés valores de . Pode-se notar
que o valor maximo da média da concorréncia aumenta de acordo com o valor de 8. Além disso,
em todas as situacdes de simetria, o valor maximo de (C) ocorre quando um dos contatos ¢ ideal
enquanto o outro possui opacidade igual a 1. As médias da concorréncia paraf=1e 8 =2ja

foram obtidas anteriormente e sdo encontradas na Ref. 73.
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Figura 17 — Gréficos tridimensionais da média da concorréncia (C) em fun¢io das opacidades y;
ey, nosguiasparaa) f=1,b) f=2ec) f =4.

b)

Fonte: Proprio autor.

Agora vamos analisar o comportamento da média da norma quadrada em fungdo das
opacidades. A Figura 18 apresenta os gréficos andlogos aos anteriores, porém para (N'). H4 um
comportamento interessante de (). Diferentemente do que ocorre nas situacdes f =1e ff = 2,
os maximos de (') ocorrem quando um dos contatos é ndo-ideal para f3 = 4. Essa propriedade
¢ particularmente importante no ponto de vista experimental, ja que produzir contatos ideais
é invidvel. Além disso, percebemos que (N') diminui mais suavemente nas proximidades da

situagdo de contatos ideais para 8 = 4 do que para os outros casos de simetria.

Os comportamentos da concorréncia e da norma quadrada sao diferentes, de forma que
seus maximos ocorrem para diferentes pares (y;, ;). Além disso, embora os méaximos valores
de C representem as situagdes em que o estado possui o maior grau de emaranhamento, essas
situagdes nao representam a melhor eficiéncia na produc¢do de emaranhamento. Isso se deve ao
fato de a probabilidade de um estado mais emaranhado ocorrer é minima. Obviamente, essa
condig¢do ndo é buscada no ponto de vista experimental. Uma solu¢do para maximizar as duas

grandezas simultaneamente ¢ através do fator de produgdo de emaranhamento.
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Figura 18 - Graficos tridimensionais da média da norma quadrada (\') em fungio das opacidades
y1 € y, nos guias paraa) f=1,b) f=2ec) f = 4.

b)

Fonte: Proprio autor.

A Figura 19 apresenta (#) em fungio de y; e y, para as trés situagdes de simetria. Como
esperado, (1) é méximo quando os guias sdo ideais para f = 1 e § = 2 e quando um dos guias
é ndo-ideal para 8 = 4. A combinagdo de C e N gerou um maximo bastante nitido no caso
simplético. Os méximos de C, N e # estdo dispostos na Tabela 2 para facilitar a comparagio de

valores entre diferentes simetrias’.

6.2.2 Um contato ideal

Nas trés simetrias, os maximos ocorreram quando um dos contatos era opaco. Nesta
se¢do apresentaremos mais resultados considerando um dos contatos opacos e, por questio de
simplicidade, consideraremos o primeiro contato ideal (y; = 0) em todas as situagdes enquanto a

opacidade do segundo contato y, ¢ livre e chamaremos simplesmente por opacidade.

A Figura 20 mostra a média da concorréncia em fungdo da opacidade. Nota-se que (C) é

sempre maior para 8 = 2 do que para 3 = 1. Ja a curva referente ao caso f = 4 intercepta as curvas

' Os resultados sdo invariantes ao intercaimbio de y; e y,.
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Figura 19 - Graficos tridimensionais do fator de produgdo de emaranhamento (#) em fun¢io das

opacidades y, e y, nos guias paraa) f=1,b) f=2ec) f = 4.

a)

b)
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Fonte: Proprio autor.

Tabela 2 - Méximos valores de (C),

(NV) e (1) nas trés simetrias
com os respectivos valores
de y, para y; = 0.

B

(r2(C) (2 (N)  (y2s ()

—

(1,0.44)  (0,0.60) (0,0.20)

\S)

(1,0.50)  (0,0.67) (0,0.23)

IS

(1,0.54)  (0.38,0.70)  (0.62,0.24)

Fonte: Préprio autor.

para f =1e f3 = 2 em pontos distintos y ~ 0.58 e y ~ 0.68, respectivamente, tornando-se a situagéo

com maior emaranhamento. A Tabela 3 apresenta os pares de coordenadas das interse¢des entre

as curvas.

A média da norma quadrada é mostrada na Figura 21. Diferentemente do comportamento

da concorréncia, nenhuma curva (\) se intercepta. Mas hd uma diferenga entre as curvas (V) g
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Figura 20 — Média da concorréncia (C) em fungdo da opacidade y; do guia 1 (o guia 2 tem opaci-
dade fixa y, = 0). As cores distinguem os graficos referentes as diferentes simetrias

B=1,24.
0.55 I I
0.50 — ¢ p=1
—o— p=2
045 -+ —@— =4 N
)
0.40 — _
[*
0.35 — —
S
030 T T T T
o) 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Y2

Fonte: Proprio autor.

Tabela 3 — Pares de coordenadas
das intercec¢des entre
curvas (C) e (n).

Curvas Y2 Valor

(C)pmre (Cpea 058 (C)=0.39
(Clpac(Clps 068 (C)=0.42
(Mp=2e{n)p=a 0.40 (n)=023

Fonte: Proprio autor.

e (N)p-» e acurva (N)p_4. As duas primeiras atingem o méximo quando o segundo contato é

opaco, enquanto que para o caso simplético o méximo de (N') ocorre em y, ~ 0.38.

A média do fator de emaranhamento esta disposta na Figura 22. Mais uma vez ha uma
diferenga entre as simetrias 3 = 1,2 e a simetria 8 = 4. As curvas (#)s-; € (#)p-, sd0 monotonica-
mente decrescente, enquanto a curva (#) -4 apresenta um maximo em um valor intermediario
de y, (ver Tabela 2). Além disso, (#)p-4 intercepta (#)g_, em y, ~ 0.4 (ver Tabela 3) tornando-se

menor para valores menores de y,.

Para melhor analisar a produgdo de emaranhamento no ponto quéntico, foram obtidas as
distribui¢oes de probabilidade da concorréncia, da norma quadrada e do fator de produgéo de
emaranhamento. Essas distribui¢des estao dispostas na Figura 23, na Figura 24 e na Figura 25,

respectivamente. As distribuicdes foram geradas selecionando os valores y, = 0.0, y, = 0.3,
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Figura 21 - Média da norma quadrada (NV') em funcéo da opacidade y; do guia1l (o guia 2 tem opa-
cidade fixa y, = 0). As cores distinguem os graficos referentes as diferentes simetrias

B=12,4.
0.8
¢
0.6 —¢ —
= 04+ —@—f=1 —
407 ﬁ = 2
0.2 — o p=4 -
0.0 , , , :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Y2

Fonte: Proprio autor.

Figura 22 — Média fator de produgdo de emaranhamento (#) em fun¢io da opacidade y;, do guia

1 (o guia 2 tem opacidade fixa y, = 0). As cores distinguem os graficos referentes as
diferentes simetrias 8 = 1,2, 4.

0.3
)
0.2 —90000 —
=
—o— =1
0.1 —| o B=2 —
—@— p=4
0.0 I I I I
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Y2

Fonte: Proprio autor.
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Y, = 0.6 € ¥, = 0.9. As distribui¢oes P(N') para guias ideais (y, = 0) para as simetrias f =1e § = 2
ja existem na literatura e sdo encontradas na Ref. 75. Percebemos em todas as distribuigdes uma
diminui¢ao da variancia a medida que aumenta o valor de f3, pois elas se tornam mais estreitas.
Pode-se notar também com o aumento de f3 que as distribui¢oes P(C) e P(#) se tornam mais
sensiveis 8 mudanga de y,, pois os gréficos se distanciam um dos outros. Ja a distribui¢do P(N')
assume algumas formas mais irregulares, principalmente para o caso f3 = 1 e opacidades pequenas,
com singularidades em V' = 5. Esse ponto pode ser previsto[77] analisando-se A em fungéo dos
autovalores de transmissdo. A singularidade pode ocorrer quando % = %/ = 0. Aplicando-se
esta condi¢do a Equagdo 5.20 obtemos 7; = 7, = 1 = V. Entretanto, a medida que os valores de 3
e y, aumentam as distribuicdes da norma quadrada se tornam mais regulares. Para finalizar as
observagdes, nota-se da Figura 25 que 7 assume apenas valores entre 0 e 1, pois # como fun¢io

de 7; e 7, (ver Equacéo 5.22) possui maximo valor quando 7; = 7, = % = 1.
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Figura 23 - Distribui¢des da concorréncia C para as simetrias =1, 2, 4.
3

P(C)

P(C)

P(C)

Fonte: Proprio autor.
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Figura 24 - Distribui¢cdes da norma quadrada A para as simetrias § = 1,2, 4.

4 I I I I

P(N)

P(N)

P(N)

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: Proprio autor.
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Figura 25 - Distribui¢des do fator de produgao de emaranhamento 7 para as simetrias 3 = 1,2, 4.

14'0 T T T T

12.0 — —

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fonte: Proprio autor.
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7 Conclusoes

Nesta dissertagdo, revisamos alguns conceitos utilizados na area de fisica mesoscopica.
Enfatizamos o sistema ponto quintico, mostrando como ocorre o transporte de elétrons. Para
isso, apresentamos o formalismo de matrizes de espalhamento e sua utilidade para determinar

diversas propriedades do ponto quantico através de seus autovalores de transmissao.

A teoria de matrizes aleatdrias, que tem sido bastante empregada nas ultimas décadas,
foi exposta. Uma de suas principais aplicagdes é justamente para o estudo de sistemas cadticos.
O sistema utilizado como base para a producao dessa dissertagao, o ponto quantico, ¢ um bom
exemplo de sistema cadtico devido a complexa geometria da cavidade. Dentro do estudo de
matrizes aleatdrias, pudemos ver as simetrias das matrizes de espalhamento, compreendendo as
simetrias de Wigner-Dyson, e suas relagdes com as simetrias de reversao temporal e invariancia

sob rotac¢do de spin.

Para finalizar a revisdo bibliografica, estudamos uma das mais intrigantes propriedades
da mecénica quantica, o emaranhamento. Ap6s mostrar um resumo histérico das pesquisas feitas
sobre o emaranhamento, percebemos que ela pode ser muito util e de grande aplicabilidade
em tecnologias mais recentes. Vimos também que é possivel utilizar o ponto quantico como
emaranhador de elétrons, visto que a cavidade desempenha um papel de misturador de amplitudes
de onda nos varios canais de espalhamento existentes. Através do estado final representando dois
elétrons que interagiram com o interior da cavidade, podemos quantificar o emaranhamento no

ponto quantico.

Com todas essas revisoes da literatura, foi possivel realizar simulagdes computacionais
para determinar algumas propriedades com relagao a produgao de emaranhamento em um ponto
quantico. As simula¢des foram feitas considerando guias do ponto quantico com opacidades
arbitrarias e também as trés simetrias de Wigner-Dyson (f8 = 1,2, 4). Aplicando-se a teoria de
matrizes aleatorias e gerando-se muitas matrizes de espalhamento, pudemos estudar a estatistica
das seguintes grandezas relacionadas com a produgdo de emaranhamento: concorréncia C, norma

quadrada \V e fator de produgdo de emaranhamento 7, em que # foi definido como a multiplicagdo
de C por V.

Na literatura ja havia resultados semelhantes para os casos f =1e f3 = 2, com calculo da

concorréncia com guias nao-ideais e da norma quadrada para guias ideais. Todos os nossos resul-
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tados reproduzidos estdo em pleno acordo com os da literatura. Além disso, nessa dissertagao se
encontram resultados inéditos, que sdo o calculo da norma quadrada para guias nao-ideais, todos
os resultados para 8 = 4 e, obviamente, resultados sobre o fator de produgdo de emaranhamento.

As principais conclusdes acerca da pesquisa sao constadas abaixo:

o A concorréncia é maximizada sempre quando um dos contatos ¢ ideal, para qualquer

simetria;

o A concorréncia é méxima quando um contato é ideal e outro é opaco. Entretanto, A/ é nulo

nesta situagdo, pois nao é possivel ocorrer transporte de carga quando um contato ¢ opaco.

« Na situagao descrita na conclusio anterior, # também é nulo quando a concorréncia é

maxima, confirmando que a produ¢ao de emaranhamento nesta situagao é inexistente.

« Para f =1e 8 = 2, a produgdo de emaranhamento ¢ maxima quando os dois contatos
sdo ideais, fornecendo os valores () ~ 0.20 e () ~ 0.23. Ja para f = 4, a otimizagdo
da produgdo de emaranhamento se deu quando um dos guias é ideal e o outro possui

opacidade y = 0.62, resultando em () ~ 0.24.

Assim, a otimizagao do emaranhamento é experimentalmente mais viavel para a simetria § = 4
pois, além do valor de (#) ser maior do que para os casos $ = 1 e § = 2, 0 seu maximo ocorre

quando um dos contatos nao ¢ ideal, facilitando sua realizacao experimental.

Algumas sugestoes para trabalhos futuros sdo as seguintes:

Explorar outros quantificadores de emaranhamento para o mesmo sistema;

Estudar com mais detalhes as distribui¢coes de concorréncia, norma quadrada e fator de

producdo de emaranhamento;

Desenvolver o estudo estatistico através dos cumulantes de distribui¢oes;

o Aumentar o numero de canais abertos, achando-se expressdo para a quantificacao de

emaranhamento e explorar sua dependéncia com o numero de canais.
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A Unitariedade da matriz S

A matriz de espalhamento satisfaz a relagao

b] B a
20)

em que

¢ a matriz de espalhamento de um guia de ondas com dois guias. Os vetores a; e b; possuem as

amplitudes das ondas de entrada e saida do guia i, respectivamente.

Pela conservagao do fluxo de probabilidade, é necessario que

(o b%)(zl):(aj ag)(z;) (A2)

2

Aplicando-se a hermitiana na equagao (A.1) resulta em
(of o )=(af af)s, (A3)

em que foi utilizada a propriedade (AB)" = BA’. Das equagdes (A.1) e (A.3), obém-se:

(el bz)(f,’;)=(ar az)S*S(Z;)’

que, comparando com a equagdo (A.2), s6 é possivel quando S'S = 1.

O desenvolvimento acima pode ser generalizado para um sistema com uma quantidade

qualquer de guias e canais de forma analoga. Para isso, se M é o numero de guias, basta apenas

(al)—wél: “ e (bl)—>8= “ . (A.4)
a, bz

fazer a substitui¢do
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